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Prologo

En la actualidad, el conocimiento de la astronomia cada vez se precisa mds, no sélo por parte de
entidades cientificas o empresas dedicas a este campo, si no también por los propios gobiernos de los
diferentes paises. Conocer el movimiento de cuerpos celestes suele ser de especial relevancia ;Por qué
ocurre esto? Entre otros motivos, la puesta en 6rbitas de satélites con diversas funciones como pudieran
ser el estudio meteoroldgico de una zona concreta, el estudio del terreno de otro pais o la posibilidad de
obtener un posicionamiento preciso en cualquier parte del planeta son aspectos que cada vez ganan més
interés. Entre los principales fines se encuentran el de disponer de informacidn que proporcione ventaja
en caso de posible conflicto entre dos Estados o proporcionar servicios mejorando la economia del pais.

La Astronomia intenta explicar todo aquello que el ser humano, desde la Tierra, observa en el
Universo. Entre otras muchas variantes, algunos cientificos se centran en estudiar la teorfa del Big-
Bang y la creacion del Universo, otros optan por buscar un futuro planeta con condiciones habitables,
otros por el estudio de la basura espacial, y otros, como es el caso de este trabajo, en el movimiento
de dos cuerpos que se encuentran en el espacio sometidos a un potencial central. Para ver este mo-

vimiento, se hard distincion, a lo largo de la memoria, entre potenciales keplerianos (U(r) ~ —-),
que gracias a la formulacién de Johannes Kepler (1571-1630), previas observaciones de Tycho Bra’ile
(1546-1601), fue el primer tipo de potencial gravitatorio estudiado; y los potenciales cuasi-keplerianos
oy ~—-——- in V¥n > 2 € N), siendo estos ultimos una alteracién al primer tipo debido a diferentes
perturbaciones.r






Resumen

El poner en 6rbita un satélite, una nave espacial o conocer como se mueven ciertos elementos que
componen la basura espacial (cada vez mds abundante) es algo que siempre ha estado presente para la
ciencia y, por ende, para cualquier pais. En este trabajo, principalmente se va a realizar un estudio cua-
litativo de los diferentes tipos de érbitas que describird un cuerpo en funcién de su energia. Para ello se
trabajard, en primer lugar, sobre el potencial gravitatorio kepleriano. También se realizard su reduccién
a la forma de un oscilador arménico mostrando cémo este tipo de problemas se puede modelar median-
te una ecuacion diferencial de orden dos. Se mostrard, de forma adicional, cémo son las hoddgrafas
correspondientes.

El problema kepleriano no se acerca del todo a la realidad pues no tiene en cuenta perturbaciones
que se pueden encontrar cuando se estudia el movimiento de los cuerpos en el espacio. En este trabajo
se estudiard perturbaciones del tipo 1/7" conn = 2 y n = 3, que se conocen como potenciales de tipo
Manev y Schwarzschild respectivamente. Estos potenciales aparecen para describir el efecto relativista
en el movimiento de planetas [1], pero también en el estudio del potencial reciproco de dos cuerpos no
esféricos, o en el estudio analitico del problema principal del satélite [2]. A lo largo del trabajo se anali-
zard el potencial tipo Manev y Schwarzschild de forma similar a la realizada con el potencial kepleriano.
Se verd como las orbitas acotadas, elipticas o circulares del problema de dos cuerpos, se transforman
en Orbitas rosetén o roseta. Ademds, se analizard bajo qué condiciones estas rosetas son cerradas, y
finalmente se estudiard la precesion del dngulo del periastro para ambos potenciales perturbativos, para
concluir obteniendo la conocida expresién de la precesion del perihelio de Mercurio.

Palabras clave: Fuerza central, Potencial efectivo, Precesion del periastro, Oscilador arménico, Ho-
dégrafas
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Capitulo 1

Introduccion

En este primer capitulo se va a comenzar realizando un breve recorrido de cémo ha ido evolucio-
nando la concepcidn del espacio, la disposicion y el movimiento de los cuerpos celestes a lo largo de la
historia con la intencién de poner en situacion al lector. Se hablard también del estado del arte corres-
pondiente al problema de dos cuerpos de forma breve. Ademas, se presentara el contexto cientifico, se
mostrardn los objetivos y se indicard la metodologia seguida.

1.1. Contexto historico y estado del arte

En el siglo IV a.C. personajes ilustres como Aristételes pensaban que el universo era un Todo (Uno
y Unico) que tenfa forma esférica y era finito. En concreto, se pensaba que la Tierra se encontraba en el
centro de esta esfera. Este Todo estaba dividido por dos regiones, el dmbito sublunar que abarcaba desde
el centro de la Tierra (o del universo) hasta la Luna (sin incluir), compuesto por los cuatro principales
elementos (fuego, aire, tierra y agua), en el que predominaba la alteridad y donde el movimiento era
rectilineo; y el dmbito supralunar que abarcaba desde la Luna (incluida) hasta los confines del universo
y en ella reinaba la uniformidad donde los cuerpos permanecian en su ser, y sin tener movimiento propio
se desplazaban con movimiento circular uniforme debido a las esferas celestes concéntricas de éter en
las que se encontraban [3].

Primiin Mundo
Mabile Supralunar

{Esferas con

planatas)
esférico y
finito
Es tnico,
ETERNO
Mundo Y Sl,“
Sublunar YBCID

(Tierra con los
cualro elementos)

GEOCENTRICO Y GEOESTATICO

Figura 1.1: Cosmologia de Aristételes.

Posteriormente, en el siglo III a.C., Aristarco de Samos fue el primer cientifico que, a partir de
observaciones y de la l6gica deductiva, propuso un primer modelo heliocéntrico, es decir, afirmaba que
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Capitulo 1. Introduccion

el Sol se encontraba en el centro del universo y los planetas rotaban en torno a €l [4].

El astrénomo Claudio Ptolomeo, en el siglo II, volvia a retomar el modelo geocéntrico propuesto
por Aristdteles, sin embargo, a diferencia de éste, Ptolomeo afirmaba que las 6rbitas de los cuerpos
celestes alrededor de la Tierra no eran simples circunferencias perfectas, si no que el movimiento venia
compuesto por dos movimientos circulares tal como se puede apreciar en la figura 1.2 [5].

Planeta

Epiciclo

Deferente

Figura 1.2: Movimiento de los astros segin Ptolomeo [6].

Posteriormente, tras unos 1400 afios en los que predominé el modelo geocéntrico, sobre el aio
1543, Nicolas Copérnico volvié a retomar el modelo con el Sol en el centro del universo como ya hizo
Aristarco de Samos. Copérnico supuso una revolucion cientifica en este campo pues hizo una gran serie
de aportaciones entre las que se encuentran que los movimientos de los astros son definidos, eternos y
circulares; que el centro del Universo es un punto cercano al Sol; que los planetas giran en torno al Sol en
forma circular; que la distancia Tierra-Sol es muy pequefia en comparacion con la distancia a las estrellas
fijas en el firmamento; o que el movimiento y rotacién de la Tierra explica el movimiento de los planetas
y la rotacién de las estrellas. Es importante recalcar que pocos afios después, el cientifico Galileo Galilei,
basandose en el estudio copernicano, demuestra el modelo heliocéntrico de forma empirica a través de
su telescopio. Ademds dio paso a las primeras leyes fisicas sobre el movimiento de los cuerpos [5].

El astrénomo Tycho Brahe realizé una serie de observaciones que servirian de ayuda para que el
cientifico Kepler elaborara tres leyes de movimiento de los planetas. Por otra parte, desacredité una
parte del modelo propuesto por Aristételes como era la perfeccion e inmutabilidad de todo lo que se
encontraba mas alld de la Luna. Esto ocurrié porque en el afio 1572 observé una nueva estrella (en
realidad ahora se conoce que era una supernova') y determiné que ésta permanecia siempre en la misma
posicion. Segun Aristételes no podia estar cercana a la Tierra, pues se moveria, por lo que deberia estar
a una distancia lejana junto al resto de estrellas en ese espacio descrito como inmutable. ;Pero si esa
zona era inmutable, como era posible que apareciera una nueva estrella? Se demostraba, por lo tanto,
que no era un espacio sin cambios como se pensaba. Llegd, ademads, a la misma conclusién intentando
medir el paralaje de un cometa [4, 5, 7].

Gracias a las observaciones de Tycho Brahe, quien entonces era su discipulo, el astronomo Johannes
Kepler dedujo en el siglo X VII las tres leyes conocidas como Leyes de Kepler. No obstante, el significa-
do fisico se lo daria Isaac Newton a través de la Ley de Gravitacion Universal en este mismo siglo. Esta
nueva ley da cavidad al conocido como el problema de dos cuerpos a través del cual se puede comprobar
c6mo el movimiento de un cuerpo respecto a otro viene determinado, en general, por una curva conica.

'Explosién césmica masiva de una estrella que se da cuando se enfria y 1a presion que intenta hacerla mas densa y compacta
consigue vencer a la que ella misma genera emitiendo gas.
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Problema de dos cuerpos con fuerzas centrales - Ratfael Carrillo Navarro

Estas drbitas, por lo tanto, pueden ser rectilineas, circulares, elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas [8].

El problema de dos cuerpos kepleriano no tiene en cuenta perturbaciones, sin embargo en la realidad
hay una serie de alteraciones motivadas por aspectos como pueden ser, entre otras, la forma y volumen
de estos cuerpos, o simplemente el hecho de que no estén solos en el espacio sintiéndose atraidos por
otros ya que la Ley de Gravitacion Universal marca que todo cuerpo con masa atrae en cierta medida al
resto. Este problema se conoce como problema para potenciales cuasi-keplerianos.

A finales del siglo XVII y durante el sigo XVIII se da un salto importante en la evolucién de la
ciencia pues las observaciones con los nuevos telescopios se empieza a enlazar con la matemaética ted-
rica. Entre una importante cantidad de cientificos que hacen ésto posible se encuentra Joseph Louis de
Lagrange a través del cdlculo de variaciones aplicado principalmente a los elementos orbitales. Ademads
explico el fendmeno conocido como libracion lunar, resolvié una particularizacién del problema de los
Tres Cuerpos'y encontré los conocidos puntos de Lagrange entre otras aportaciones a la astronomia [5].

Otro cientifico importante fue Pierre Simon Laplace a través de la herramienta conocida como
Transformada de Laplace, utilizada para la resolucion de ecuaciones diferenciales. También fue ca-
paz de incorporar el andlisis estadistico y probabilistico a la astronomia, en concreto a las érbitas de los
planetas, al movimiento de rotacién de éstos y a la influencia que hacian los satélites sobre ellos. Intent6d
resolver los movimientos no explicados en su totalidad de Japiter, Saturno y la Luna [5].

Durante el siglo XIX y principios del XX, el astronomo Urbain Le Verrier, a través de una obser-
vacién de Mercurio se percaté de que la 6rbita de Mercurio no era una elipse cerrada’, no era siempre
la misma, si no que se producia un arrastre del perihelio tal como puede verse en la figura 1.3 de forma
esquemadtica y exagerada. Esta variacion era de 574 segundos por siglo. Los astrénomos de la época lo
justificaron por la presencia del resto de planetas que se encontraban en el espacio que hacian que esta
elipse se desviara por el conjunto de diferentes atracciones que suponian, no obstante, al aplicar la teoria
de Newton, s6lo se demostr6 que la atraccion de estos planetas explicaba 531 de los 574 segundos de
arco por siglo [9].

Figura 1.3: Esquema representativo de la precesion del perihelio de la érbita de Mercurio con respecto
al Sol [10].

Para poder explicar los 43 segundos de arco por siglo restantes hay que hacer referencia a Albert
Einstein, quien lo consiguié gracias a su Teoria de la Relatividad General. Si bien las fuerzas centrales
son de la forma F(r) = —=VU(r), es decir, sélo dependen de la distancia entre los cuerpos, el potencial

2Una 6rbita cerrada implica que después de un periodo completo, el cuerpo que estd orbitando pasa exactamente por el
mismo punto por el que pasé en el periodo anterior en ese instante.

11



Capitulo 1. Introduccion

U(r) que segin el problema kepleriano y conforme a la teoria de Newton era de la forma U(r) = 1,
,
ahora aplicando este enfoque relativista pasa a ser de la forma U(r) = o % con n > 2 donde

€ hace referencia a la magnitud de la perturbacién. A este tipo de potenciales se le conocen como
potenciales cuasi-keplerianos. Si n = 2 se nombra como potencial tipo Manev, mientras que si n = 3
como potencial tipo Schwarzschild [1]. Uno de los principales usos de este tipo de potenciales tiene
lugar en el movimiento de satélites artificiales caracterizados por su no esfericidad como se puede ver
en la referencia [2]. Este tipo de situaciones se deben resolver a través de métodos numéricos mediante el
uso de intermediarios radiales®. Se hace referencia principalmente a dos tipos de intermediarios radiales,

el de Cid en el que el Hamiltoniano incluye un término del tipo = el de Deprit en el que se incluye
r

1
uno de tipo = [1].
r

1.2. Objetivos, contexto cientifico y metodologia

Los objetivos del presente trabajo son:

= Integracion de las ecuaciones de movimiento del sistema kepleriano y de algunos de los sistemas
cuasi-keplerianos.

= Estudio cualitativo, en ambos tipos de sistemas, de las orbitas generadas, es decir, la evolucién
temporal de los elementos orbitales que caracteriza la érbita como pueden ser el semieje mayor,
excentricidad, etc.

= Reduccién a la forma de un oscilador arménico para ambos tipos de sistemas.
= Representacion de las curvas hoddgrafas.
= Determinacion de una 6rbita cerrada en sistemas cuasi-keplerianos.

= Célculo de la precesion del periastro en sistemas cuasi-keplerianos. Aplicacion al caso de Mercu-
rio.

Este trabajo pondra en préctica técnicas aprendidas durante el Méster Universitario en Modelizacion
e Investigacién Matemdtica, Estadistica y Computacién de la Universidad de Zaragoza, mds concreta-
mente hard uso de técnicas para resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) y sistemas
dindmicos.

Wolfram Mathematica seré la principal herramienta de apoyo utilizada para la computacién de célcu-
los numéricos y analiticos, asi como para la obtencién de gréficas.

1.3. Estructuracion de la memoria

Esta memoria consta de un resumen, en el que se expone qué se va a estudiar a lo largo del trabajo,
tres capitulos principales, una serie de conclusiones, dos apéndices y la bibliografia.

= Capitulo 1 - En €l se realizard una introduccién mediante un contexto histdrico junto al estado
del arte. Se explicaran los objetivos y la metodologia del trabajo asi como el contexto cientifico.
Ademas, se detallara la estructura de la memoria.

= Capitulo 2 - En él se proporcionard una serie de definiciones, como fuerza central o potencial
efectivo, para posteriormente hacer uso de ellas. Se mostraran las integrales de movimiento y los

3 Aproximaci6n al problema real y que refleja casi todas las propiedades del movimiento real.

12



Problema de dos cuerpos con fuerzas centrales - Ratfael Carrillo Navarro

elementos orbitales. Se integraran las ecuaciones de movimiento para realizar el analisis cualita-
tivo de los tipos de 6rbitas que puede describir un cuerpo determinado y se hard la reduccién a la
forma de un oscilador arménico ademds de la representacion de la hodégrafa. Este capitulo hara
referencia expresamente a los sistemas keplerianos.

= Capitulo 3 - En primer lugar se detallara con mayor profundidad a qué hacen referencia los sis-
temas cuasi-keplerianos, posteriormente se seguird practicamente el mismo guién que para los
sistemas keplerianos pero aplicado al potencial tipo Manev y al tipo Schwarzschild. Se afiadira
algin apartado, a mayores, como el cdlculo de un € determinado para que la 6rbita sea cerrada en
el potencial tipo Manev o el andlisis del potencial tipo Schwarzschild a través de una linealizacién
del sistema dinamico no lineal. Ademas se mostrara la variacion de los elementos orbitales, se de-
tallard la expresion que hace referencia a la precesion de la drbita, en concreto para el potencial
tipo Schwarzschild y se comprobarad con la aplicacion a la érbita de Mercurio.

13






Capitulo 2

Sistemas keplerianos.

2.1. Problema de dos cuerpos

La fuerza de atraccidn gravitatoria entre un planeta y el Sol, o entre un satélite artificial y la Tierra,
es una fuerza central y conservativa. Se puede ver una representacion en la figura 2.1* donde r es la
distancia entre los dos cuerpos.

Figura 2.1: Esquema de fuerza central.

La ley de gravitacion universal de Newton explica que la fuerza de atraccién del Sol sobre un
planeta lleva la direccién de los dos cuerpos y es proporcional al producto de sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de su distancia [8]

F(r) = -G X, @1
ror
donde x es el vector de posicidn relativa entre las masas de forma que r = ||x||, y G es la constante
de gravitacion universal.
Es central, porque su direccién es en la linea que une los dos cuerpos. Ademads es conservativa por-
que el trabajo realizado por la fuerza para ir de un punto a otro no depende de la trayectoria seguida [11].
En consecuencia, F es el gradiente de una funcién escalar, la funcidn potencial dada por la expresion

F(r) = -V, U(r), (2.2)

“Esta figura es simplemente representativa a modo de esquema. El satélite que aparece en la imagen se debe ver como un
cuerpo esférico para que el problema a tratar sea un problema tipo kepleriano. Esto ocurre porque los satélites, al no tener una
forma esférica, introducen las perturbaciones que se han nombrado en la seccién 1.1.

15



Capitulo 2. Sistemas keplerianos.

Como F(r) es en cada instante colineal con r, F(r) = F(r) - r, entonces se puede escribir la relacion
dU(r)

dr
Si se extiende la ley de Newton al movimiento de dos masas puntuales cualesquiera, se esta ante el

Ilamado problema de dos cuerpos.

Se considera un SR inercial donde x es el vector de la posicién relativa de las masas m; y my; ry
el vector de posicion de m respecto al origen del SR; y r» el de la masa m,. Como las masas se atraen
bajo la ley de Newton, se tiene

entre la funcién potencial y la fuerza como F(r) = —

mimy X
Fp=6G—3—"-. 03
minp X :
F21=-G ]22;-

Newton propuso, en su ecuacién fundamental de la Mecdnica, el concepto de fuerza como

F =p = ma. (2.4)

Sustituyendo la ecuacién (2.3) en la (2.4) se obtiene, para ambos cuerpos

mpmp X .
- =mry,
rl 2.5)
mimy X . @.
- 5 — = myr
;
A partir del sistema (2.5), se tiene que
mify + moiy = 0, (2.6)
si se integra dos veces esta Ultima ecuacion con respecto al tiempo se llega a
miry + mory = Cy -t + C,. (2.7)

Se puede apreciar que del sistema diferencial (2.5) cuyo orden es doce, se ha pasado, para el mismo
problema, a la representacién por la ecuacién (2.7) cuyo orden es seis, quedando representada las seis
constantes de integracion a través de los vectores C; y C,. Posteriormente se reduciré el problema de
dos cuerpos a un problema de un cuerpo, para ello se tiene que definir el vector (r.) que va desde el
origen hasta el centro de masa de los dos cuerpos de la forma [11]

e =

= ———(mr1 + mary). (2.8)
mp +mp

Ahora se reescribira el sistema (2.5) teniendo en cuenta la definicion del vector de centro de masas
dado por la ecuacién (2.8) y sabiendo que x hace referencia al vector de posicion relativo, es decir, es
igual a rp — r;. Queda, por lo tanto,

np
rf =re— n X
np +my
m (2.9)
r =r¢ + X
my + myp

Mediante estas ecuaciones se puede conocer la posicién de los dos cuerpos simplemente conociendo
como se mueve el centro de masas y el vector relativo entre ambos cuerpos.
El movimiento relativo se puede obtener derivando la ecuacién dada por x = r — ry obteniendo

X =1 -1y, (2.10)

sustituyendo en esta ecuacion los vectores ¥y y ¥, tras despejar del sistema (2.5), se llega a

3Sistema de referencia
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Problema de dos cuerpos con fuerzas centrales - Ratfael Carrillo Navarro

k= -2 g"2% - G () +m), (2.11)
r r

r2r r
que, definiendo la masa reducida como u = G- M = G(m; + my), donde M es la suma de las masas
de los cuerpos, se obtiene la ecuacién que describe el movimiento relativo de dos cuerpos

% = —Lx. 2.12)

2.2. Integrales del movimiento y elementos orbitales

La ecuacion (2.12) se puede expresar como un sistema de ecuaciones diferenciales de orden uno de
la forma

x =X,
— 2.13
—l;x, (2.13)
p

X =

siendo X el vector velocidad (figura 2.2):

Figura 2.2: Movimiento orbital kepleriano en el sistema espacial (e, ez, e3) [12].

El momento angular por unidad de masa de un cuerpo, que se define con la letra G viene determi-
nado por

G=xxX (2.14)

Se va a demostrar a continuacién cémo este momento angular G es constante para los problemas
keplerianos que se rigen por la ecuacién (2.12). Se va a derivar la ecuacion (2.14)

G=ixX+xxX=XxX+xx £x=0, (2.15)
r

quedando demostrada, en este caso, la conservacion del momento angular. Esto indica que, por lo
tanto, el movimiento de los dos cuerpos estd restringido a un plano definido por x y X.

Posteriormente se definird el vector de Laplace o también conocido como vector Runge-Lenz que
en sistemas keplerianos es de la forma [8]

A=XxG-"x (2.16)
r

Este vector tiene como propiedad que, bajo la ley de gravitacion de Newton, es constante. Para
demostrarlo se partird de la derivada del vector de Laplace

A:XxG+M—M<X“Xﬁ) 2.17)

72

X
=—ﬁ3xx(xxX)—p< rzxr>,
r I
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tras aplicar una de las propiedades del producto vectorial y sabiendo como ya se ha indicado ante-
riormente que r = ||x||

A=-Baxx X -Xx-x) - Exr - xi) = - L) - X7 - BExr - xi) = 0. (2.18)
r r r r

No sucederd lo mismo para los potenciales cuasi-kepleriano cuya fuerza es la kepleriana a la que se
le afiade una perturbacion.

Las tres componentes del vector momento angular y las tres del de Laplace determinan seis constan-
tes del movimiento, pero no son independientes entre si, y por tanto, el sistema (2.13) no es integrable.
Otra integral de movimiento, también dependiente de las anteriores es la energia. La definicion de ener-
gia por unidad de masa, h, viene dada por [8]

1
h=2v- K (2.19)
2 r
aunque también se puede encontrar dependiente del vector de Laplace y del momento angular
AZ _ ’uZ
h=————m-. 2.20
2G? (220)
Se puede comprobar que es constante derivando la expresion (2.19)
h=XX+Ex=xX+ Exx=x (X + %x) 21 ¢ (—%x + %x) - 0. 2.21)
r r r r r

Observar que si G # 0 el movimiento es instantdneamente plano, plano definido por los vectores
posicion x y velocidad X. Ademads se verifica que A - G = 0 lo que implica que A pertenece al plano de
movimiento. A partir de la relacién A - x = G> — ur y denotando f al dngulo entre el vector posicién x
y el de Laplace A dando lugar a A - x = Arcos f, se llega a la ecuacién que se muestra a continuacién
de una curva conica [8].

G2
r= G (2.22)
1+A/ucos f

Esta ecuacién representa el movimiento de un cuerpo en un campo newtoniano.

Por otro lado, se define el elemento orbital excentricidad de 1a forma e = —. También se definira el
5 H
semilatus rectum a partir de p = —. Teniendo en cuenta estos cambios, la ecuacion (2.22) queda de la
forma

P (2.23)

r=———:.
1+ecosf

Como la ecuacién (2.22) representa una conica de excentricidad A/u, entonces si A < u la érbita
describe un movimiento eliptico, en este caso 2 < 0. Cuando A = 0 la 6rbita serd circular manteniéndose
la energia por unidad de masa negativa. Se da el caso de drbita parabdlica cuando A = y, y por tanto,
h = 0. Por ultimo, el movimiento descrito serd hiperbdlico cuando A > yu = h > 0 [8].

Otro de los elementos orbitales importantes es el semieje mayor (a) de la 6rbita que se puede definir
para una elipse como

a=-—L_.
1-¢é2
El vector de Laplace indica la direccion en la que el cuerpo alcanza la médxima y la minima distancia
con respecto al otro cuerpo. A la posicién de minima distancia se le conoce como periastro, y a la de
maxima como apoastro. Si el foco es el Sol se habla de perihelio y afelio. Estas distancias vienen dadas
a partir de la ecuacién (2.23) con f = 0y f = m dando lugar a

(2.24)
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rp =a(l —e), (2.25)
re = a(l +e). ’

Las variables a y e caracterizan la forma de la cénica. Para describir completamente una 6rbita en
el espacio se necesitan cuatro elementos orbitales mas [12], que son:

= Inclinacion de la drbita (i) : dngulo entre el plano O, del SR espacial inercial y el plano de
movimiento o de la 6érbita (perpendicular al vector G).

= Angulo del nodo (Q): dngulo entre e; y la linea de los nodos (interseccién del plano de la 6rbita
y el plano O,y)

= Argumento del periastro (w): dngulo definido entre la linea de nodos y la linea de los dpsides (en
la direccion del vector de Laplace).

= Epoca de paso por el periastro (T): época en la que el cuerpo pasa por la posicién de minima
distancia. Este elemento puede ser reemplazado por la anomalia media (M).

Figura 2.3: Elementos orbitales.

El sistema espacial es un sistema de referencia inercial, para estudiar el movimiento del cuerpo es

. . . L . L. . . X
conveniente usar un sistema de referencia movil. Asi se introduce el sistema orbital u, v,n donde u = —,
-

G . . . .
n = — y v = nXxu. Mediante 3 giros de angulos Q, i, w + f se puede expresar estos vectores en funcién

de las del sistema espacial ey, e3, e3 (ver ecuacion (9.18) de la referencia [12]). Si se tiene en cuenta un
sistema de referencia ortonormal pg, p2, n de forma que p; y p2 sean constantes y teniendo en cuenta la
figura 2.4,
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Capitulo 2. Sistemas keplerianos.

A P2

f P1

Figura 2.4: Sistema de referencia orbital en el plano [12].

se puede obtener la relacién

u=fv,
{. / : (2.26)
vV =—fu,
por lo tanto, se pueden escribir las ecuaciones del movimiento (2.13) como
X = ru,
) (2.27)
X =ju+rfv.

Si ahora se expresa el momento angular G en el sistema orbital, se obtiene

G=xxX=rux(u+rfv) = rfn, (2.28)

NN =
o o=
Il

3o -

por lo que

G=rj=f=2 (2.29)
r

Las ecuaciones del movimiento relativo o kepleriano también se pueden obtener mediante las ecua-
ciones de Hamilton aplicadas al hamiltoniano kepleriano [12]:

Hi(x,X) = %X X - ‘7‘ (2.30)

donde x hace referencia a las coordenadas y X a los momentos, obteniendo, nuevamente

x = VxH; = X,
. - 2.31
X = —Vxﬂk = —X. ( )

Para la integracion de las ecuaciones del movimiento se utilizardn las ecuaciones de Hamilton expre-
sadas en variables polares-nodales [12]. Estas variables se denotan (r,6,v,R,®, N) y se definen mediante
O=w+ f,v=Q,R=,0® =G, N =Gcosi.

El hamiltoniano kepleriano en estas variables es:

2
Hyo= 22+ K (2.32)
2 r? r

y las ecuaciones de Hamilton quedan:
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R__(??{k e’ u
or o
. OHy,
0=-==0
s e g (2.33)
OR ’
)M _©
e 2

Como el sistema es autonomo (sin dependencia explicita del tiempo) y las fuerzas que intervienen
derivan de un potencial conservativo, el hamiltoniano es una integral del movimiento y su valor coincide
con la energia total del sistema [13].

2.3. Clasificacion de trayectorias

La ley de conservacién de la energia permite un andlisis cualitativo del movimiento. Para ello se
fijard un valor del momento angular, y un nivel de energia determinado.
Teniendo en cuenta la ecuacién (2.19) y tomando la velocidad de las ecuaciones de movimiento
relativo del sistema de referencia orbital (2.27), se obtiene el valor de la energia de la forma
G2
[+ 51-5, (2.34)
r

r

M oec229) 1
roo2

Se definird el potencial efectivo como la suma del potencial fisico (términos que solo dependen de
2

la distancia) y de un potencial centrifugo <2—> también conocido a veces como potencial ficticio o

1 .
h= E[rz + 22 -

2
;
barrera centrifuga [11, 13].

G2
Ueff(l’) = ﬁ + U(r). (235)

Para el caso kepleriano, el que se estd abordando en este apartado, el potencial (fisico) es de la forma
U(r) = H se pueden ver los diferentes potenciales en funcion de la distancia r representados en la

figura 2.5 donde se ha tomado la masa del cuerpo y momento angular unidad.

Uerr

02

(1) 2 N it = - » — Potencial efectivo

----- Potencial fisico

— —- = Potencial centrigufo

Figura 2.5: Potencial efectivo sistema kepleriano.
Si se vuelve a la tltima ecuacién de la energia (2.34), estableciendo el potencial efectivo se llega a
1.,
h = " + Uepp(r). (2.36)
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— r R
Como el término 7 2 siempre es positivo, para que exista movimiento del cuerpo se debe cumplir

que

h=Ueps(r) = 0. (2.37)

Para hacer el anélisis cualitativo anteriormente mencionado, serdn de especial importancia las ecua-
ciones (2.36) y (2.37).

=« Orbita acotada circular.

Esta orbita tendrd lugar cuando la energia sea la minima posible para que haya movimiento del
cuerpo, es decir, cuando el potencial efectivo sea minimo. Para saber cudndo se da este caso se
derivard este potencial efectivo y se igualard a cero para sacar el valor del radio obteniendo

G2
S-—+5=0=2r=—=

. 2.38
dr 2 u p (2.38)

Cuando el cuerpo se encuentra a una distancia determinada r = p la ecuacién (2.37) se cumple
para un Unico punto generando una Orbita circular. La energia del cuerpo coincide con el valor
del potencial efectivo. Si el extremo del potencial efectivo es un maximo, la drbita serd inestable,
mientras que si el extremo es un minimo, serd estable, que es lo que ocurre en este caso.

En la figura 2.6 se muestra la energia junto al potencial efectivo y se puede apreciar como ésta es
la minima posible para que exista movimiento. La tnica solucion para que se cumpla la ecuacién
(2.37), como se ha nombrado antes, es el punto r = p = 1 (punto representado de color verde).

. e - <
2 4 & a 10 12 4 __ Potencial efectivo

—— Energia

Figura 2.6: Energia de 6rbita circular en sistema kepleriano (u = 1, G = 1).

La integracion de las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas o polares a través de
Wolfram Mathemdtica se puede ver en la figura 2.7, que efectivamente muestra una 6rbita circular
cuyoradioes r = 1.

Figura 2.7: Cuerpo orbitando en trayectoria circular [Potencial kepleriano].
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Si se considera el cuerpo con una energia diferente se pueden obtener drbitas acotadas diferentes
u Orbitas abiertas.

= Orbita acotada eliptica

La trayectoria del cuerpo correspondiente a un valor de & < 0, estd acotada, como puede verse
en la figura 2.8. A diferencia de la 6rbita circular ahora la regién permitida no es tnicamente
un punto, si no que es la zona acotada por los dos valores dados por la interseccion del potencial
efectivo y la energia (i = 0). Estos radios corresponden a los puntos de maxima y minima distancia
de la 6rbita. A partir de la ecuacién (2.34) se puede obtener

G2
hr? — = +ur=0. (2.39)

Resolviéndola y utilizando las relaciones entre el momento angular y la energia de una 6rbita
eliptica, con el semieje mayor y la excentricidad orbital se llega a que estas raices corresponden
ar = a(l + e). El cuerpo se mantendra orbitando entre estos dos valores describiendo una érbita
cerrada eliptica.

—— Potencial efectivo

—— Energia

Figura 2.8: Energia de 6rbita eliptica en sistema kepleriano.

Tras hacerse la integracién de las ecuaciones de movimiento tal como se hizo para la 6rbita
circular se obtiene, efectivamente la érbita eliptica comentada (véase la figura 2.9).

¥y

Figura 2.9: Cuerpo orbitando en trayectoria eliptica [Potencial kepleriano].

Para una 6rbita de condiciones iniciales (xo = 2, yo = 0, Xo = 0, Yy = 1/2) como la representada
en la figura 2.9 se puede comprobar con las ecuaciones de la seccidén 2.2 que sus pardmetros
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orbitales son a = 4/3 y e = 1/2, siendo por lo tanto las distancias al periastro y apoastro de 2/3 y
2 respectivamente.

Como se puede observar, estos valores corresponden a la interseccion de la energia con el poten-
cial efectivo (r; y r») en la figura 2.8 y también con el méximo alejamiento y acercamiento del
cuerpo en la drbita eliptica mostrada en la figura 2.9.

= Orbita no acotada

Para valores de la energia 4 > 0 el movimiento del cuerpo es de tipo hiperbdlico (A > 0) o
parabdlico (h = 0). Esto se puede ver representado en la figura 2.10. El significado que representa
la figura es que un cuerpo con esta energia que se aproxima a un potencial gravitatorio (débil en
relacion con la energia del cuerpo, pues cero ya es una energia elevada) choca contra la barrera
centrifuga (justo en el punto de retroceso marcado de color violeta) y vuelve sin quedar retenido®
por el potencial gravitatorio.

0.2
. Hipérbola ¥
0.1} Energia h>0
. Parabola o elipse con foco en el infinito
00} | . . r Energia h=0
i 2 4 [ 8 10 12 14
_01 —— Potencial efectivo
-0.2f
-0.3
-0.4

Figura 2.10: Energia de 6rbita no acotada en sistema kepleriano.

La clasificacion de los distintos tipos de 6rbitas como acotadas, circulares y abiertas no es valida
para todos los potenciales atractivos. En el capitulo siguiente se verdn algunos potenciales del

. 1 . . :
tipo U(r) = — con n > 2 donde se observard como cambia el comportamiento del cuerpo para
r

distancias proximas a cero.

2.4. Reduccion a la forma de un oscilador armonico forzado

En este tipo de problemas se puede hacer una reduccion a la forma de un oscilador arménico forzado,
es decir, se pueden expresar las ecuaciones de movimiento del cuerpo en el campo potencial gravitatorio
mediante la ecuacion que rige el movimiento de un oscilador arménico forzado. Lo primero que se hara
serd calcular la ecuacion de la 6rbita para el problema presente. Volviendo a la ecuacion (2.34) de la
energia y despejando 7 se obtiene la expresion

= 2h-U) - (:—22 (2.40)

. o . s . dr
La ecuacién de la orbita viene dada por r(f). Teniendo en cuenta la ltima ecuacién, pues i iy

df

. G
— = f = —, se obtiene
dt ! r2

la ecuacién (2.29) donde

®Realmente quedaria retenida en el infinito. Es decir, en el infinito formarfa una elipse. Se recuerda al lector que una elipse
con un foco en el infinito es una pardbola, que justamente coincide con la érbita que describe el cuerpo para esta energia.
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ar  \2h-Um) - %
7" i : (2.41)

ecuacion diferencial ordinaria que se puede resolver por separacién de variables de forma que

~ G/r?
V20— Uy -

Se integra a ambos lados de la igualdad obteniendo el incremento angular

df dr. (2.42)

f—Jo= (2.43)

f G/r
- dr.
V2= Uy - &

Esta integral no resulta facil de integrar analiticamente. Sin embargo, para potenciales centrales del
tipo U(r) = r"* se puede resolver la integral (2.43) con funciones trigonométricas paran = —1,n = -2
y con integrales elipticas para n = =3 y n = —4. En este caso, n = —1, se puede resolver obteniendo la

. . e - . . -1
ecuacion de la 6rbita (2.23). Para ello se utilizard el siguiente cambio de variable (1 = —, du = —er),
r r
que sustituyendo

d
f-h=-G [ . (2.44)
V2h + 2pu — G2u?
L .o, 2h P 5
para simplificar se denominard K< = Ry quedando la ecuacién

u

f‘fO:f —d = =arccos<u_K%), (2.45)
Vo) e

G2

haciendo el coseno a ambos lados de la igualdad y deshaciendo el cambio de variable u y K, se llega

a
1_a
2
cos(f = fo) = ——="—, (2.46)
2 _ 2
GG
2
por tltimo, tomando sin pérdida de generalidad fy = 0, multiplicando por — (= p) y denominando
o M
2hG? : - 4
e= 5+ 1 se obtiene la ecuacién de la orbita (2.23):
J7
GZ
" P
= —1 = — 247
" 20G2 " 1 +ecosf ( )

1 +cosf ﬂ—2+1

Esta dltima expresién demuestra que se ha llegado por formas diferentes a la ecuacién general de
una cénica. Es importante recalcar que, en este caso, las 6rbitas son cerradas’ a diferencia de como se
verd en los sistemas cuasi-keplerianos. Para el problema kepleriano se aprecia que r(f) = r(f + 2kn)
con k € N debido a que cos f = cos(f + 2kn) con k € N.

Ahora si, se pasard a hacer la reduccién a la forma del oscilador arménico forzado partiendo de la
ecuacion (2.41) reescrita de la forma

Las leyes de Kepler est4n enunciadas para el movimiento de planetas para los cuales las 6rbitas son elipticas, sin embargo,
la ecuacion de la conica permite 6rbitas no cerradas (parabolas o hipérbolas).
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dr r? G?
— == 2h-U@r)-—. 2.48
=g 2-um- (2.48)
Se aplicard a continuacién la conocida Transformacion de Binet [14] que implica un cambio de
variable de la forma r = 1/u como el que se vi6 anteriormente,

Ldu 1 du  —1
— L = 200+ pu) - G2 = d—; == V200 + ) — G2 (2.49)

A G

d
Posteriormente se denota u’ = ﬁ y se eleva ambos lados de la igualdad al cuadrado

, 1 , 2h  2uu
W) = a[2(h +uu) -Gl = W)’ = e u?, (2.50)
se vuelve a hacer la derivada de u con respecto a f,
2]
20 = ZE o= vu= L @2.51)
G? G?

Se llega, por lo tanto, como se habia indicado a una ecuacién diferencial ordinaria de orden dos con
coeficientes constantes de la forma de una ecuacién de un oscilador armonico forzado mx”" + kx = F(t)

1 _H
dondem—k—lyF(t)—a.

La solucién a esta ecuacidn diferencial puede escribirse de la forma
u=Acos(f — fo) + = (2.52)
0+~ .
) 1
Ahora se deshace el cambio u = —,
-

|
;:Acos(f—fo)+%:%(ecos(f—fo)+l), (2.53)
es decir,

G2

_ M
T ecos(f— f) + 1 2.54)

2G%h
cone = 1+ >
i

2
Tomando sin pérdida de generalidad fy = 0O, y sustituyendo p = — se obtiene de nuevo la ecuacién
u

de la oOrbita

P
=—° 2.
: ecos f+1 (2.55)

Como se queria demostrar, se llega a la misma ecuacién (2.47) de la cdnica pero a través de la
reduccién a un oscilador arménico forzado.

2.5. Representacion de las hodéografas orbitales

Una curva hoddgrafa estd descrita por el vector velocidad de un cuerpo que estd en 6rbita, también
se conoce como diagrama de velocidad y es de especial importancia en astronomia para transferencias
orbitales entre otras aplicaciones [15]. Sin entrar en mayor detalle se deducird la forma que pueden
tener, para este caso (problema kepleriano), y se realizard la posterior representacion gréfica.

Se partird de la ecuacion de la curva conica genérica ya vista en la expresion (2.23) y que se vuelve
a mostrar a continuacién
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14

= 2.56
" 1 +ecosf ( )

Por otra parte, del cambio de coordenadas cartesianas a polares se tiene la posicién del cuerpo
mediante

{x = rcos f, 2.57)

y = rsin f.

Ahora se calculan las derivadas respecto al tiempo, obteniendo las componentes de la velocidad del
propio cuerpo

X =icos f—r(sin f)f, (2.58)
y = isin f + r(cos f)f. .
Si se realiza la derivada de la ecuacion cénica (2.56)

" (tecos )2

introduciendo ahora las ecuaciones (2.56) y (2.59) en la primera ecuacién de (2.58) se llega a

5= P (sin f)f ec.(%.56)

2
2o
(1 + ecos f)? _;f sn (260

Realizando lo mismo para la otra componente de la ecuacion (2.58) queda

2
y = % Flcos(f) +e). (2.61)

La velocidad del cuerpo, por lo tanto, se puede expresar de la forma siguiente

7"2 .
X =——fsinf,
2P (2.62)
y= ;f(COS(f) +e).

Se puede apreciar perfectamente que la hodégrafa es una circunferencia

(_rzf sinf> + (rz—f cos f + rzfe) - (ﬂ_f) . (2.63)
P P p P

Si se tiene en cuenta la definicién del momento angular vista en la ecuacién (2.29) y la definicién
del semilatus rectum introducida en el apartado 2.2

(—% sinf)2 + (g cos f + %)2 - (%)2 (2.64)

es decir, el radio y el centro de la circunferencia son respectivamente (%) y (0, —#—e> . En la figura
1 1

G
2.11 se observa la hoddgrafa de una drbita eliptica para valores de p = 1, G = 1 y excentricidad 1/2.
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Se puede contemplar como el radio es 1 y el centro se encuentra en (0, —1/2), lo que corresponde a los
valores de la circunferencia dada en la ecuacién 2.64.

Figura 2.11: Hodo6grafa de drbita eliptica en caso kepleriano.
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Capitulo 3

Sistemas cuasi-keplerianos

Como ya se ha comentado en la introduccidn, el problema kepleriano no se acerca del todo a la reali-
dad pues no tiene en cuenta perturbaciones que si se pueden encontrar cuando se estudia el movimiento
de los cuerpos en el espacio.

En este apartado se van a tratar dos tipos de perturbaciones al movimiento kepleriano. La primera

L . . , &
perturbacion a estudiar genera un potencial atractivo de la forma U(r) = g — Y se conoce como
ror
s . . . &
potencial tipo Manev. La segunda que se va a estudiar genera un potencial atractivo U(r) = M =Yy
roor

es conocido como potencial tipo Schwarzschild [1].

Esta es una de las tantas perturbaciones que influyen a la hora de estudiar el movimiento de un
cuerpo celeste y viene motivado por el descubrimiento de la Teoria de la Relatividad General de Albert
Einstein. No obstante, el primer caso del que se tuvo constancia fue a través de Newton quien considerd
explicar las desviaciones en la 6rbita de la Luna mediante un potencial kepleriano al que se le afiadia
una perturbacion pasando de una 6rbita eliptica pura a una érbita con elipses que iban girando de tal
forma que generaba una 6rbita tipo roseta [1].

El nombre de sistemas cuasi-keplerianos en si fue introducido por Deprit para referirse a aquellos
sistemas keplerianos que se encontraban perturbados por una fuerza radial inversamente proporcional
al cubo de la distancia derivada, por lo tanto, de un potencial perturbador inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia [16].

En concreto los potenciales tipo Manev y Schwarzschild fueron introducidos para describir el mo-
vimiento secular del perihelio de Mercurio [1].

Este tipo de potenciales cuasi-keplerianos se usardn dentro de la Teoria de Satélites Artificiales
cuando tnicamente se considera el achatamiento de la Tierra, en concreto el segundo armonico zonal
del potencial (coeficiente J2). El estudio analitico de este potencial perturbado no siempre es sencillo,
de ahi que nazcan los intermediarios radiales, tanto el obtenido por Deprit (para potenciales tipo Manev)
como el obtenido por Cid (potenciales tipo Schwarzschild), cuyo interés radica en realizar una serie de
simplificaciones al hamiltoniano eliminando algunas variables y pudiendo dar una solucién aproximada
[1] (véase el apéndice A).

3.1. Sistema cuasi-kepleriano tipo potencial de Manev

En primer lugar se propone un sistema cuasi-kepleriano con fuerzas de tipo Manev de manera que
la fuerza tenga la siguiente forma

Observar que su hamiltoniano es el que se muestra en la ecuacién (3.2), que es conservativo. Ade-
mas, al igual que en el caso kepleriano, el angulo f es ciclico y el momento angular G (=0) se conserva
por lo que el movimiento serd plano.
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2
fH:l(R2+®—2>—‘—‘—iz. (3.2)

A continuacién se va a hacer un estudio de las trayectorias siguiendo el mismo esquema seguido
para el potencial kepleriano en el capitulo anterior.

3.1.1. Clasificacion de trayectorias

Se va a proceder a integrar las ecuaciones de movimiento al igual que se hizo con el sistema keple-
riano con el fin de ver las posibles orbitas que puede describir el cuerpo. Para su representacion se han

tomado los valoresu = 1,G =1, & = 0.1.
u

El potencial efectivo se determinard mediante la ecuacién (2.35) donde ahora U(r) = —= — - De
ror
esta forma se tiene
G*> u e
Ueff(}’)= ﬁ_;_ﬁ' (33)

Se puede ver este potencial efectivo representado graficamente en la figura 3.1.

02}

i Potencial efectivo

e e me=== Potencial fisico
=02+

— — = Potencial centrifugo

—04|

_0.6;
Figura 3.1: Potencial efectivo tipo Manev (e = 0.1).

Nuevamente, el movimiento es posible si U,rr < h donde i denota la energia del sistema. El cdlculo
se realizara tanto en coordenadas cartesianas como en polares comprobandose la coincidencia.

Ahora, de forma andloga a lo que se hizo en sistemas keplerianos, se observan los distintos tipos de
movimientos segtin los valores de la energia.

» Orbita acotada circular

Con los datos que ya se han indicado que se van a utilizar para el estudio cualitativo (u = 1,
G =1, £ = 0.1) se calcula nuevamente la derivada del potencial efectivo de la ecuacién (3.3) y se
iguala a cero para obtener el radio minimo para el cual se da esta érbita

dU, ¢+ 2 2
—eﬁzo:_G_+£+§:o:r=Q.

34
dr P23 u 34

Como se obtiene un tnico valor de r, s6lo hay un minimo del potencial efectivo (U, f¢(r)).

Para esta posicién r se tendrd una energia minima dentro de la zona permitida, es decir, en este
caso la condicién de movimiento dada por la ecuacién (2.37) s6lo se cumplird para un punto
obteniendo una 6rbita circular.

» Orbita acotada tipo roseta
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Para valores de la energia préximos a la energia minima (véase figura 3.2) se obtiene una 6rbita
acotada, pero no cerrada, con forma de roseta.

Se puede comprobar que, en este caso, estos dos radios entre los que se movera el cuerpo seran
r1 = 0.5y rp = 2. La integracién de las ecuaciones de movimiento permite la visualizacién de la
orbita. Se puede apreciar que la figura 3.2 no muestra una 6rbita eliptica debido al comportamiento
oscilatorio de la linea de los apsides®.

02

i 14— Potencial efectivo

[
ES
o
o
H
R

—0-25 — Energia

Figura 3.2: Orbita tipo roseta [Potencial tipo Manev] (¢ = 0.1).

Teniendo en cuenta la demostracién del vector de Laplace como integral del movimiento en el ca-
so kepleriano (ver ecuacion (2.18)), se puede comprobar que ahora este vector ya no es constante.
La variacién del vector de Laplace dada en la expresién (2.17) permanece invariante, no obstante,
se debe tener en cuenta que ahora las ecuaciones de movimiento vienen dadas por el siguiente
sistema de ecuaciones

% = ( u 2s> . 3.5

Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso kepleriano, aplicando la misma propiedad del
producto vectorial, se llega a

A= —%(x xG) #0. (3.6)

Esto tiene como consecuencia que el semieje y la excentricidad de la érbita no se mantienen
constantes con el paso del tiempo, como se puede observar en la siguiente subseccion, y que
ademds concuerda con la variacion de elementos orbitales descrita por las ecuaciones de Gauss
(apéndice A) para una fuerza perturbadora radial.

Para las fuerzas centrales atractivas siempre existen soluciones circulares. Sin embargo, la existen-
cia de drbitas cerradas solo ha sido probada para el potencial de Newton o el oscilador arménico
(véase la ecuaciones (3.7 y 3.8)) para los cuales en 1873 Bertrand demostré que todas las solu-
ciones proximas a la dérbita circular son 6rbitas periddicas [17]. En la seccidn 3.1.3 se vera que
ambos potenciales estdn relacionados entre si.

k

Fi(r) = ) ; Fr(r) = —kr 3.7)
k 2

Ul(r):—; ; Us(r) = kr (3.8)

8Linea que une el apoastro y el periastro de una érbita. Coincide con el eje mayor de la elipse.
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El primer caso se puede identificar facilmente con el potencial tipo kepleriano, y el segundo con
la ley de Hooke, tnicas fuerzas centrales para las que se probd que todas las drbitas acotadas son
orbitas cerradas.

En el potencial cuasi-kepleriano de tipo Manev, solamente se tendrd una orbita cerrada cuando
exista una relacion de conmensurabilidad entre la frecuencia de oscilacién de la linea de los
apsides y la del movimiento circular como se verd en la seccién 3.1.4.

3.1.2. Variacion de los elementos orbitales

Cuando un cuerpo se mueve bajo la accién de una fuerza central, su momento angular es constante.
Teniendo en cuenta que el potencial tipo Manev es central, y siguiendo la misma demostracién que la
realizada en la subseccién 2.2 para el movimiento kepleriano, véase ecuacién 2.15, se puede concluir la
conservacién del momento angular para potenciales tipo Manev. Esto se puede observar graficamente
en la figura 3.3, donde para el caso de la orbita tipo roseta anteriormente calculada, el momento angular
permanece constante sobre el valor de 1. Ademds se mostrard como varian los elementos orbitales
a, e, i, w con el tiempo.

0.999998
0.999996

0999904

0 40 60 80 100

Figura 3.3: Conservaciéon del momento angular en drbita tipo roseta para potencial tipo Manev (£=0.1).

Los elementos orbitales introducidos en la subseccidn 2.2 son constantes para el movimiento ke-
pleriano. Sin embargo, el modelo de fuerzas dado en la ecuacién (3.1) de tipo Manev, representa un

movimiento de Kepler perturbado ya que la magnitud de la fuerza perturbadora, —;9, es pequefia compa-

rada con la aceleracion gravitatoria principal. Esta fuerza perturbadora hace que los elementos orbitales
varien con el tiempo.

A continuacion, en la figura 3.4, se muestra como varian los elementos orbitales. Observar que
el semieje y la excentricidad sufren variaciones periddicas, mientras que la inclinacién es nula y el
argumento del periastro, ademas de la variacion periddica sufre una variacion secular. Esta variacion se
cuantificara en el apartado 3.3.
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UUUU

0 50 } 10 20 30 40

(a) Elemento orbital a. (b) Elemento orbital e.
8x10~7 [ i
sxt0” I
421077
2.x1077
0 20 %5 30 40 50 ;
(c) Elemento orbital i. (d) Elemento orbital w.

Figura 3.4: Evolucién de los elementos orbitales a, e, i y w.

Observar ademds que la variacién que se aprecia en los elementos orbitales concuerda con lo que nos
indican las ecuaciones de Gauss (apéndice A). Estas ecuaciones nos dan la variacién de los elementos
en funcién de las componentes radial, normal y transversal de una fuerza perturbadora. Como la fuerza
perturbadora es radial, se puede deducir de la ecuacién (A.5) del apéndice A que sélo afectard a los
elementos orbitales a,e,w.

3.1.3. Reduccion a la forma de un oscilador armonico forzado

Aligual que se hizo para el caso de un potencial tipo kepleriano, se va a expresar el movimiento del
cuerpo en un potencial tipo Manev a través de la transformacién a una ecuacién diferencial ordinaria
que describe el movimiento de un oscilador arménico forzado.

Se partird de la ecuacion (2.41) aplicando el potencial tipo Manev

dr r? u € G?

a_ 2<h—<————>>——. 3.9

df G r? (39)

A partir de esta ecuacion se procedera como en la seccién 2.4, resolviendo esta EDO separable para

obtener la ecuacion de la trayectoria r(f) y llegando también a ese resultado mediante la reduccién a un
oscilador arménico.

/r? du

G
f_fé_f\/z(h—(_g s))_G_Zdr__Gf V2h + 21 — (=2 + GO (3.10)

) )

2h(=2¢ + G?) + u?

tras completar al cuadrado el radicando, y denotando K = se llega a
(—2& + G2)?
G U——t—= V=2e+ G2 u 1
= ————arccos | ————— | = Kcos f]+ = -, 3.11)
V_2e + G2 K G -26+G> r
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deshaciendo ahora, por tltimo, el cambio de K y despejando r, se obtiene

1
r= = - . (3.12)
—2e+G?)+ V-2e+G
V T Cos ( c ) e
G*-2 V-2¢ + G2 2n(G? -2
Si se denota p = 8, k= © yé= Zh(G” ~ 2¢) + 1 queda la ecuacidn de la 6rbita

J G u

como

p

" T+ ecos (kf)’ G4

Se va a comprobar que se llega a esta ecuacién (3.13) escribiendo el problema como un oscilador
armonico. Aplicando nuevamente la Transformacion de Binet a la ecuacion (3.9) se obtiene

1 du -1
= —— \/2(h + pu + eu?) - G*u? = — = — \/2(h + uu + su?) — G2u?, (3.14)

1 du
W df
denotando u’ = j—;‘c y elevando ambos lados de la igualdad al cuadrado

1 2h 2, -2
W) = 5[2(11 +pu + eu’) — GPut] = ') = e G—'l;u - (G—f + 1) u?. (3.15)

Si se vuelve a hacer la derivada de u con respecto a f se llega a

2iu  2a2eu

2d’u :F-i_ G2

—2e u
—%M:>MN+M(F+1> :a. (3.16)
Esta ecuacion corresponde a un oscilador arménico forzado mx”” + kx = F(¢), sin embargo, a di-

ferencia de la ecuacion (2.51) obtenida para el potencial de Kepler con m = k = 1, ahora m = 1 pero

-2
k:—8+1.
G2

La solucion de la ecuacién (3.16) viene dada (véase el apéndice B) como

—2¢& u
=A —+1f- +—, 3.17
u=Acos < e f fo) et 2 (3.17)
. . 1
deshaciendo el cambio u = —,
r
1 —2¢ u 1
— =Acos —+1f—f0)+—:>r: , (3.18)
r < G2 —-2e + G2 A cos < V_25+G2 f) + _Z:FGZ
2h(-2e + G*) + 12
tomando sin pérdida de generalidad fy = O y denotando la constante A = (F2e+ GO +p se
(—2& + G2)?
llega a
1
r= . (3.19)

[2h(=26+G2)+12 V=2:+G2 u
(C2e1G22 €08 G )+ -26+G?
Se puede comprobar que la ecuacion que describe la posicion del cuerpo coincide con la ecuacion
(3.12).
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3.1.4. Orbitas rosetas cerradas

Se ha visto cdmo para sistemas keplerianos perturbados de tipo Manev, se ha pasado de una elipse
fija a una cuyo eje mayor va rotando. Ademds, esta rotacién no es perfecta, es decir, cuando la elipse
completa una revolucion la primera elipse de la segunda revolucién no coincide con la primera que se
realizé la primera vez, es decir, la 6rbita no es cerrada. En la figura 3.2 se puede apreciar que se ha
dado una revolucién completa y como el comienzo de este nuevo paso por la parte inicial no coincide
exactamente con el anterior paso que tuvo por esta zona. Sin embargo, existen condiciones bajo las
cuales estas Orbitas cierran.

Partiendo de la ecuacién de la drbita (3.12) se tendran orbitas cerradas siempre que cos(kf) =

cos(k(f + 2nn)). Esto implica que k debe ser k = % , ¥ {m,n} € N,
V-2g + G2

De la propia definicion de k, k = —G si se despeja se obtiene que

2
&= %(1 — k%), (3.20)

asi, para que la 6rbita sea cerrada

G2 2
a=7<1—’;i2). (3.21)

Si se retoma el caso que se realiz6 anteriormente, el valor que se tenia para epsilon era € = 0.1, por
lo que, aplicando la ecuacién (3.20) que posteriormente se verd en la siguiente seccidn, se obtiene un
valor de £ = V0.8 que no verifica la relacidn anterior, por lo que era de esperar que la 6rbita no fuera
cerrada.

Sin embargo, ahora a sabiendas del requisito que debe cumplir k, y por ende &, para que ésta si

sea cerrada, se toman, por ejemplo, los valores de k| = 7 y ko = — lo que implica unos valores de

€ aproximados de 0.13 y 0.32 respectivamente conforme la ecuacién (3.20). En la figura 3.5 se puede
apreciar como ahora, haciendo una representacion de la érbita tal cual se realizé anteriormente cuando
se mostraba la érbita de tipo roseta, manteniendo todos los valores (incluidas las condiciones iniciales)
excepto el valor de &, la 6rbita queda perfectamente cerrada con seis 16bulos en el primer caso y tres en
el segundo, es decir, es una elipse que precede con un dngulo de 77/3 y 1071/3 respectivamente.

() k=16/7. (b) k =3/5.

Figura 3.5: Orbitas cerradas en potencial tipo Manev.
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3.1.5. Representacion de la hodégrafa orbital

Si se realiza un procedimiento andlogo al utilizado en la seccion 2.5 las componentes de la velocidad
ahora quedan de la forma

{x = ;[ek sin(kf) cos(f)f — sin(f)f — esin(f) cos(kf)f], (3.22)

y = %[ek sin(kf) sin(f)f + cos(f)f + e cos(f) cos(kf) f].
A diferencia del caso kepleriano, se puede contemplar que estas ecuaciones no llevan a una hodé-

grafa con forma de circunferencia, de hecho, en la figura 3.6 se representa la hoddgrafa de la érbita
mostrada en la figura 3.2.

Figura 3.6: Hoddégrafa de 6rbita roseta en potencial tipo Manev (g = 0.1).

La hodégrafa, al igual que la érbita, también tiene una forma de tipo roseta.

3.2. Sistema cuasi-kepleriano tipo potencial de Schwarzschild

Este tipo de potenciales que son de la forma

vin=-2-2 (3.23)
roor
ademds de aparecer como modelo relativista , también tiene especial cabida en el problema principal
del satélite artificial donde se tiene en cuenta el coeficiente J, del achatamiento del cuerpo central, y
para su tratamiento analitico se usa los intermediarios radiales de Cid [1]. También se encuentran estos
potenciales en el estudio de efectos de mareas en la atraccién de dos sélidos.
Al igual que en el potencial de Manev, se va a estudiar el potencial (3.23) como modelo perturbado
del potencial de Kepler, es decir, se considera

U(r) = —‘;‘ - rﬁ (3.24)

con & > 0 un pequefio pardmetro.

3.2.1. Clasificacion de trayectorias

El potencial efectivo, definido de forma genérica por la ecuacién (2.35) donde ahora el potencial
viene dado por la expresion (3.24), en este caso es
G2
Uess(n) = 55 = £_2 (3.25)

roor
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Al igual que para el potencial kepleriano y de Manev, el movimiento sélo es posible si U,rr < h. A
diferencia del potencial kepleriano y del de tipo Maneyv, el potencial efectivo tipo Schwarzschild presenta
uno o dos puntos criticos dependiendo del valor de . Su grafica puede observarse en las figuras 3.7 y
3.8.

Circular inest

[ -—oF

—— Potencial efectivo

_g‘g: —— Energia

Figura 3.7: Potencial tipo Schwarzschild para & ~ 0.08 (en rojo el nivel de energia de la 6rbita circular
inestable).

05 10 15

-0.4
-05}
[ Espiral Roseta
o3 v, — Potencial efectivo

— Energia

Figura 3.8: Potencial tipo Schwarzschild para € ~ 0.07 (en rojo el nivel de energia de la drbita tipo
roseta).

Se observa que el movimiento acotado puede ser de tipo circular, roseta o espiral.

» Orbita acotada circular

Siguiendo el mismo procedimiento que en la seccién 3.1.1 se llega a

dU,s5 G> u 3e G? + \/G* - 12su
=03 -——+=+=—=0 = . 3.26
dr = P2 =7 2u (3.26)
G* 2

Por lo tanto, si € = Ton existird una tnica 6rbita circular para ry = B En la figura 3.7 se re-

presenta la energia de esta 6rbita circular junto al potencial. Se puede apreciar que la interseccién
es un punto de inflexién (punto verde). Esto llevard a que la 6rbita sea circular pero inestable,
pues una ligera modificacion de la energia llevard a una espiral, es decir, a que el cuerpo esté en
constante aproximacion al potencial gravitatorio.

4
Sin embargo, para cualquier otro valor de € # Toa existirdn dos Orbitas circulares, siendo una de
i
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ellas estable y la otra inestable. Esta situacion esta representada en la figura 3.9.

Jbid 0.5 1.0 1.5 0
I Circular Inest
0.5+
: [ \ / — Potencial efectivo
e = — En.érb.inestable

-0.7 — En.orb.estable

Figura 3.9: Potencial tipo Schwarzschild para € = 0.07 (en rojo y morado los niveles de energia
de las orbitas circulares).

= Orbita acotada no circular

Como se puede extraer de las representaciones anteriores de la funcién U,sy, €l movimiento
4

acotado tipo roseta, es decir, confinado entre dos radios, solo se obtienen para valores de & # 20"
u
tomando valores de la energia préxima a la energia minima y siempre y cuando el cuerpo no se

encuentre demasiado préximo al origen del potencial (véase las figuras 3.8 y 3.10).

Figura 3.10: Evolucioén 6rbita tipo roseta con el tiempo (g = 0.07).

Observar en las figuras 3.7 y 3.8 que para distancias préximas al origen el movimiento estd per-
mitido y da lugar a una 6rbita de tipo espiral con un acercamiento infinito a este origen (véase la
figura 3.11).

-0.

Figura 3.11: Cuerpo orbitando en espiral atractiva (¢ =~ 0.08 y € ~ 0.07 respectivamente).
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3.2.2. Variacion de los elementos orbitales

Esta subseccion serd andloga a la realizada para el potencial tipo Manev en el apartado 3.1.2 pero tra-
bajando ahora con un potencial tipo Schwarzschild. Siguiendo la misma demostracién que la realizada
en la seccion 2.2 para el movimiento kepleriano, véase ecuacién (2.15), se puede probar la conservacion
del momento angular. En la figura 3.12 se vuelve a mostrar cémo éste permanece constante.

1.000000 I
1.000000
1.000000
0.999999
0.999999

0.999998

Figura 3.12: Conservacién del momento angular en 6rbita tipo roseta para potencial tipo Schwarzschild
(=0.01).

A continuacion, en la figura 3.13 se muestra la variacion de los elementos orbitales para una fuerza
perturbadora de tipo Schwarzschild. Siguiendo el mismo razonamiento del apartado 3.2.1, se aprecia
que la variacién observada en estos elementos concuerda con lo que nos indican las ecuaciones de
Gauss (apéndice A) al seguir siendo la fuerza perturbadora radial. En la seccién 3.3 se verd como con
estas ecuaciones se puede cuantificar la variacion del argumento del periastro.

AL 3

(a) Elemento orbital a. (b) Elemento orbital e.

8.x107" [
6.x1077
4.x1077

2.x107

10 20 30 40 50

(c) Elemento orbital i. (d) Elemento orbital w.

Figura 3.13: Evolucién de los elementos orbitales a, e, i y w.

De nuevo sélo se aprecia variacion secular para w como era de esperar (ver apéndice A).
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3.2.3. Reduccion a la forma de un oscilador armonico forzado

Se comprobard en este apartado que la ecuacion del oscilador arménico forzado es no lineal y que
tampoco se puede obtener una expresion explicita de r(f), ni en consecuencia, determinar un valor de
la perturbacién & con el fin de obtener una 6rbita cerrada.

Se partird nuevamente de la expresion (2.41) aplicando el potencial tipo Schwarzschild

Usando nuevamente el cambio de variable ya utilizado anteriormente (r = 1/u) se tiene

1 du

W df

Si se sigue el mismo procedimiento utilizado para los potenciales de Kepler y tipo Manev intentando
resolver la ecuacién diferencial como separable, queda

1 du -1
= —— \/2(h + pu + eud) — G*u? = — = — \/2(h + pu + gu?) — G2u?. (3.28)

du
-h=-G [ ,
V2(h + uu + eud) — G*u?

(3.29)

para cuya resolucion hay que hacer uso de integrales elipticas y resolver la integral numéricamente.
Detalles de su integracion se pueden encontrar en Abad et al. [1].

d
Por otro lado, si se continua con la reduccion a la forma de un oscilador, denotando u’ = ﬁ y
elevando ambos lados de la igualdad al cuadrado queda

, 1 , 2h  2uu  2eu’

W) = 5120+ pu+ o) = Gl) = () = = % g (3.30)

derivando de nuevo u respecto a f se tiene
24 3eu’ 3

Mu"=—u+%8u —%M:u”—u2<—8>+u=i. (3.31)

G? G? G? G?

Esta ecuacién corresponde a un oscilador arménico forzado no lineal y su solucidon no se puede
expresar con funciones trigonométricas como se hizo para los potenciales de Kepler y Manev, sin em-
bargo, se puede estudiar hacer un andlisis de esta ecuacion diferencial mediante el cdlculo de sus puntos
de equilibrio y estabilidad por linealizacién comprobando que se corresponde a lo obtenido en la seccidén
3.2.1. Para ello, escribiendo la ecuacion diferencial (3.31) como sistema no lineal

u =v,
3 3.32
se obtiene que los puntos criticos del sistema son
v =0,
3 3.33
u2<—8>—u+i:0, (333)
G? G?

( 1+ +/1—12gu/G*
es decir, | u =

65/G2 LV = O) . El jacobiano evaluado en cada uno de estos puntos es
E
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0 1 0 1
IO R = e = B

Se puede estudiar su estabilidad en funcién de la traza y el determinante de esta matriz. Como la tra-

12 G*+ \/G* - 12
zaesnulay el determinantees ¥ 4/ 1 — Gi'u , se tiene que el punto de equilibrio <u = G o LV = 0)
&

G*- \/G*-12
es un punto silla inestable, mientras que el punto de equilibrio | u = c A ,v=0
&
centro. Se puede comprobar la caracterizacion de estos puntos de equilibrios a través de la figura 3.14
donde el punto aproximado (3.06, 0) corresponde a la inestabilidad tipo silla mientras que el (1.49,0)
corresponde al centro.

€S un

'\.
o S— ,__._.—-—---—..--._..,_'___h_
-2 “\““--‘ e e <t i e e .
1 1 |
0 1 2 3 4

Figura 3.14: Retrato fasico para el potencial tipo Schwarzschild (& ~ 0.07).

) . e . G? + \/G* - 12su
Ademds, se puede observar que las soluciones de equilibrio obtenidas | u = c ,v=0]),
&

6e
si se deshace el cambio u = 1/r son, | r = ,7 =0 ]. Racionalizando el denomina-
( G2+ \/G* - 12¢eu )
G*+ \/G*-12
dor quedan r = > 8”, que son los dos puntos criticos de la funcién potencial efectivo

representado en la figura 3.9, y donde se observaba su carécter estable e inestable.

Este mismo andlisis cualitativo de las soluciones de equilibrio se ha realizado al potencial de Kepler

y de Manev, en ambos casos el sistema de ecuaciones diferenciales de orden uno que se obtiene es de la
forma

u =v,
, . (3.35)
\% :—QM+E,

£
cona =1 > 0para Keplerya =1 - 2 > 0 para Manev. Ambos sistemas son lineales, con un

tinico punto critico (tipo centro) que corresponde con el obtenido como solucién de U/, y f(r) =0.
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3.3. Precesion del periastro

2
En el estudio del potencial de Manev se ha visto que la érbita precede un dngulo X Parael potencial

tipo Schwarzschild, al no poder obtener una ecuacién de una cénica como (3.13) no se puede determinar
analiticamente el angulo de precesion, pero si se puede hacer una estimacién de su valor. Para ello se
usard las ecuaciones variacionales de Gauss [18] que nos dan la variacién de los elementos orbitales
debida a una fuerza de perturbacion.

Si bien es cierto que el potencial de Schwarzschild viene dado por

Ur)y=—-—-—= (3.36)

para este caso se utilizard la formulacién de las ecuaciones usando la fuerza perturbadora de forma
que

i=-Eip (3.37)

donde P corresponde a la fuerza perturbadora dada por

== (3.38)

Esta fuerza perturbadora, como también se detallé en el apartado 2.1, es una fuerza central por lo que
unicamente tiene componente radial. Las ecuaciones de Gauss determinan la variacion de los elementos
orbitales en funcién de las componentes de la fuerza perturbadora en el sistema orbital (u, v,n) [12]. En
particular interesa la variacion del periastro, cuya expresion (referencia [18]) viene dada por

2

G +
@=—-cos f Py + Hnrp, - écotisin(a) + )P, (3.39)
ue

ueG

donde los términos correspondientes a P, y P, se cancelan pues la fuerza sélo tiene componente

3
radial, P, = ——f. Por tanto, sustituyendo P, queda
r
3eG
W= 22 cos f. (3.40)
per

La variacion del periastro entre los instantes de tiempo r = 0y r = T correspondientes a dos pasos
consecutivos por dicho punto es

T
Aw = fcu dt. (3.41)
0

2
Usando la relacion (2.29) se obtiene dt = %d f. Introduciendo este diferencial de tiempo en la

ecuacidn anterior e integrando entre dos pasos consecutivos por el periastro (f € [0, 2r])

2n .2
Aw = f Y, (3.42)
G
0
sustituyendo (3.40) queda
36 (1
Aw= =" | 5 cos fdf. (3.43)
eu J r
0

Introduciendo, por otro lado, la ecuacion de la cénica dada en la expresion (2.56)
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21
3e 1 +ecos f)? bre
Aw = = f—( . H cos fdf = —. (3.44)
ey J 4 Hp
Se recuerda que, como se vio en la seccién 2.2 el momento angular se puede definir como G* = pu
y el semilatus rectum como p = a(l — ¢?). Sustituyendo en la expresién anterior, se obtiene que para
potenciales tipo Schwarzschild la precesién del periastro viene dado por la expresion

6re

Ao = — T8
“= Ga(l = &)

(3.45)

3.3.1. Precesion del perihelio de Mercurio

Para el estudio de la precesion del perihelio de Mercurio se presenta un modelo de fuerzas de tipo
Schwarzschild (3.37-3.38) [19], este modelo se formula de manera que la fuerza tenga la expresion

u 3uG?
F(r=-£ 222
) 2 2

(3.46)
uG?
donde c es la velocidad de la luz. Por tanto, el valor del pequefio pardmetro es £ = ——. Sustituyendo

en la ecuacion (3.45), que da el valor de la precesion del periastro en funcién del pardmetro epsilon,
queda

B 6
© a(l - €2’

Se procede a tomar los valores de la 6rbita de Mercurio. En primer lugar se calcula el valor de la
masa reducida. Para ello se utiliza la expresion vista en el apartado 2.2

Aw (3.47)

G2
u=—. (3.48)
p
Pero también se conocen las siguiente relaciones [8]
2rab
G="2 (3.49)
T
b2
p=—, (3.50)
a

donde a y b corresponden a los semiejes mayor y menor respectivamente, y 7" al periodo de la érbita.
Si se sustituye las ecuaciones (3.49) y (3.50) en la expresion (3.48) se obtiene u en funcién del
semieje mayor y del periodo de la 6rbita

_ Qrab)*|T*  4n’a’

= 3.51
b%/a T2 (3.51)
Si ahora se sustituye esta expresion en la ecuacion (3.47) se llega a
24m3a?
Av=————| 3.52
@ T2c2(1 - €2) (3-52)

Angulo obtenido en 1915 por Einstein para la precesién del perihelio de Mercurio debido al efecto
de la Teoria de la Relatividad [20].

Si se toman los siguientes valores correspondientes a la 6rbita de Mercurio, T = 88d = 7.6032-10°s,
a=1579-10"",c=3-108m/sy e = 0.206 queda
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2473 - (5.79 - 1019)2
a) =
(7.6032 - 106)2 - (3 - 108)2 - (1 — (0.206)?)

que corresponde a 0.1033 arsec/vuelta, es decir, 43 arcsec/siglo, valor obtenido por Einstein.

=5.0074 - 10~ rad/vuelta, (3.53)

44



Capitulo 4

Conclusiones

En este capitulo se mostrardn una serie de conclusiones extraidas del trabajo.

= Conservacion del momento angular y variacion del vector de Laplace. Se ha mostrado como
el momento angular se conserva para el potencial kepleriano y para los cuasi-keplerianos mostra-
dos demostrando que el problema de los dos cuerpos es planar. Por otra parte, se concluye que
la conservacion del vector de Laplace tinicamente tiene lugar en el caso kepleriano, pues para los
otros potenciales (Manev y Schwarzschild) se ha visto que no ocurre esto, implicando la variacién
de los elementos orbitales @ y e como ademds se ha mostrado en las figuras 3.4 y 3.13.

= Orbitas circulares y elipticas. Se ha mostrado a través del andlisis cualitativo de las Grbitas en
funcién de la energia el hecho de que las orbitas siempre son cerradas (circulares y elipticas)
en el potencial kepleriano tal cual indica el teorema de Bertrand. En el potencial tipo Manev y
Schwarzschild se pueden encontrar 6rbitas tipo roseta y espirales.

= Similitud entre potencial kepleriano y potencial tipo Manev. Se ha comprobado que, a través
de la reduccion de un oscilador arménico forzado, las expresiones de las ecuaciones de las conicas
son similares (ver ecuaciones (2.56) y (3.13)) llevando al hecho de que aunque las 6rbitas sean,
por lo general, rosetas abiertas, puede darse el caso de que sea una 6rbita cerrada cuando exista
conmensurabilidad entre el periodo de rotaciéon del cuerpo en la drbita y el angulo de precesion
de la misma como se detalla en la subseccion 3.1.4 y se aprecia en la figura 3.5.

= Diferencias y similitudes entre potencial kepleriano y tipo Manev con el potencial perturba-
do tipo Schwarzschild. Se ha comprobado que la reduccién a la forma de un oscilador arménico
forzado es no lineal dinicamente en este dltimo potencial llevando a la imposibilidad de determinar
un € que permita tener una 6rbita cerrada, ademds de no poder obtener una ecuacion explicita para
la orbita. El potencial tipo Schwarzschild es el tnico de los trabajados en el que se encuentran
dos puntos criticos como se muestra tanto en la figura 3.9 como en 3.14. No obstante, a través de
las ecuaciones de Gauss (ver apéndice A) se muestra como la variacién que experimentan los ele-
mentos orbitales es similar para ambos potenciales perturbados, existiendo tnicamente variacion
secular para el argumento del periastro.

= Precesion del perihelio de Mercurio. Se ha obtenido, para el potencial tipo Schwarzschild, la
ecuacion que describe la precesion del periastro y se ha comprobado que se llega al valor que
obtuvo Einstein de la precesion del perihelio de Mercurio a partir de esta expresion.
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Apéndice A

Sistemas keplerianos perturbados.
Variacion de constantes

Como se ha comentado en el capitulo 3 los sistemas cuasi-keplerianos son aquellos que parten de un
potencial kepleriano al que se le introduce una perturbacion. Tras el parrafo introductorio de este mismo
capitulo, se puede llegar a la formulacion de la ecuacién del movimiento para este tipo de sistemas vista
también en la ecuacién (3.37).

% = —us +P, (A1)
T

donde se recuerda que P hace referencia a la componente de la aceleracién producida por el conjunto
de fuerzas perturbadoras sobre el cuerpo.

A lo largo del proyecto se ha trabajado con esta ecuacidn, tanto para obtener la ecuacion de la 6rbita
como para el estudio cualitativo de las posibles trayectorias del cuerpo.

Para la integracion de las ecuaciones de movimiento de los sistemas keplerianos (capitulo 2) y de
los cuasi-keplerianos (capitulo 3) se ha usado el software Wolfram Mathematica. La integracién se ha
realizado tanto en coordenadas cartesianas como en coordenadas polares-nodales comprobandose que,
efectivamente, el resultado era el mismo. Con esta integracidn, tras establecer unas condiciones iniciales,
se puede obtener la posicién y velocidad del cuerpo a lo largo de un periodo de tiempo. Se va a mostrar
como ejemplo (extrapolable al resto de potenciales) la integracién realizada en el trabajo para obtener
la 6rbita tipo roseta que se ha mostrado en la figura 3.2 para el potencial tipo Manev. En coordenadas
cartesianas las ecuaciones de movimiento a integrar fueron

%

X X
=— -2 ,
e ey a2
Ry Ty

donde u = 1, € = 0.1, y cuyas condiciones iniciales fueron x(0) = 2, y(0) = 0, x(0) = 0y y(0) = 1/2.

Por otro lado, para las coordenadas polares-nodales, como ya se vié para el caso kepleriano en las
ecuaciones (2.32) y (2.33), aplicado al ejemplo comentado quedan como

0’ e
-t (A3)

L 5
=—(R" +
2( r

y como
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R__a_wk_®_2_ﬁ_
or o2
. OH,,
(H)__W_O’
jo I
OR ’
) _©
e 2

. Variacion de constantes

(A4)

donde como condiciones iniciales se tomaron R(0) = 0, ®(0) = 1, r(0) = 2y 6(0) = 0.

Por otro lado, se puede abordar la resolucion de sistemas keplerianos perturbados a partir de las
ecuaciones de variacién de las constantes, en particular de los elementos orbitales. Las mds conocidas
son las ecuaciones de Gauss, que dan la variacién de los elementos orbitales debidos a una fuerza
perturbadora, y las ecuaciones de Lagrange, que se aplican cuando la fuerza perturbadora es conservativa
y se expresan en términos de la funcién potencial de perturbacién.

= Ecuaciones de Gauss: si P denota una fuerza perturbadora, la variacion de los elementos orbitales
se expresa en funcion de las componentes de la fuerza perturbadora en la direccién radial u,
normal n y transveral v.

d_a _ 2esin f P+ @ P..
dt nn m

a’e_nsinfp +<n_3+ nr>P
u Ve

dt ~  an ern  rna?
di  rsin(w+ f) p

dr G o

dQ  rsin(w + f) p

dt  Gsini

d G G* +
—w:——cosfPu+ e
dt ue ueG
dm

dt

donden=Vl-e2yn= \/%.
a

=n+ é((pcosf— 2re) P, — ((r + p)sin f) Py),

(AS)

. r ..
sin f P, — G cotisin(w + f) P,,

= Ecuaciones de Lagrange: si la fuerza perturbadora deriva de un potencial, que denotamos V, se

tiene
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da 2 9V)

dt ~ an M’

de 1 ov, 5,0V,

dt  den (77%—77 W)’

di 1 av, A

dr a’nnsini ( 0 %) ’

do 1 (coti oV, n BVp) (A.6)
dt ~@n\ qn 8 e de )’

o 1 v,

i e

am 1 av, 772 av,
ar " an\* e tae o )

A continuacidn se describe el movimiento perturbado debido al achatamiento terrestre.

En este trabajo se ha tratado en todo momento con una masa puntual, pero es obvio que la Tierra
posee una masa que hay que tener en cuenta a la hora de estudiar un problema con mayor detalle.
Ademads, se debe tener en cuenta que la Tierra posee diversas densidades a diferentes profundidades y
zonas, ademads del achatamiento caracteristico que presenta en los polos asi como su forma irregular en
toda la superficie.

Un modelo de potencial gravitatorio puede obtenerse a partir de un desarrollo de arménicos esféricos
s6lidos basado en los polinomios asociados de Legendre P,,,(t) de grado n y orden m [12], de forma
que su expresion [21] seria:

GM o (R _ = 1 5o 5
Ur=-———|1+ Z — | + Z (Cpm coS mA + Sy, sSinmA) Ppyy sing | + —w™r” cos” ¢, (A.7)
r 2

r
n=2 m=0

donde &, y 5, son los coeficientes de los arménicos esféricos normalizados y P, hace referencia
al polinomio asociado de Legendre normalizado de forma que

Cn+1D(n-m)k
(m+n)!

pnm(Sin ‘10) = NymPrm(sin 90) = |: :| ' P(sin 90)- (A.8)

Por otro lado, se indica que el polinomio asociado de Legendre queda de la siguiente manera

. . m o d" .

Pun(sing) = (1 - sin ¢)2 an(sm o), (A.9)

donde el polinomio de Legendre es
P, (sin ¢) ! - (sin® @ — 1)" (A.10)

= —————(s1 - 1)" .
nS) = o dsingyr o ¥
) L _ GM : .

Se puede observar como la parte mas influyente (U = ——— = —=) hace referencia al potencial

r r
ideal kepleriano, mientras que el resto del desarrollo viene motivado por las perturbaciones dénde la
mayor influencia viene dada por el achatamiento de los polos terrestres (coeficiente J>). Se indica que
los términos en los que m = 0 hace referencia a arménicos zonales, aquellos que m = n a sectoriales
2,2

. .1 .
mientras que los que m # n # 0 a los teserales. Por otro lado, el término Fw cos? ¢ alude al potencial

centrifugo.
El potencial perturbador teniendo en cuenta el término J;, queda como

2
1
—) Jr=(3sin® ¢ — 1). (A.11)
r 2
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Es importante recalcar que esta principal perturbacién modifica las expresiones de la variacion de
dos de los elementos orbitales, en concreto la del argumento del periastro (@) y el 4ngulo del nodo (£2),

siendo éstas ahora
d JoR
do _ |3 _VihRr <§szl-_2),
dt 2(1 _eZ)Zr% 2

dQ 3 JoR

—:—[ \/ﬁ2T]cosi.

(A.12)

dt 2

2(1-e22r2
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Apéndice B
Oscilador armonico forzado

El oscilador arménico forzado es una variacién del oscilador arménico simple. Este primero es un
sistema fisico que oscila alrededor de un punto de equilibrio estable. Este sistema viene descrito por una
ecuacion lineal ordinaria homogénea de segundo orden y su expresion viene dada por

mx" +kx =0, (B.1)

donde m hace referencia a la masa del cuerpo del sistema y k a la constante eldstica de resorte.

A diferencia de éste, el oscilador arménico forzado es el mismo sistema pero sobre el que se aplica
una fuerza externa de forma que ahora la ecuacién diferencial que describe el movimiento es lineal
ordinaria de segundo orden pero no homogénea. Su expresion viene dada por

mx” + kx = F(¢). (B.2)
-2
En este trabajo, en el caso del potencial tipo Manev, se tiene m = 1, k = G—ZS +1y F(t) = %
quedando la EDO como
7 —2¢e M
X +X(F+1):a. (B3)
Esta EDO tiene como solucién complementaria
Xx. = CjcosOt + Cysinbt, (B.4)
y como solucién particular
u
X, = o (B.5)
La solucién general compuesta por la suma de las dos soluciones queda de la siguiente forma,
X=X+ x, =Cycosbt+Cocos Ot + i. (B.6)

G2

Como C; y C; son dos constantes arbitrarias, es decir, es un vector cualquiera (Cy, C;) de R2, se
puede establecer la siguiente relacién

(Cy,Cr) = A(cos ¢, sin @), (B.7)

Donde A = ||(C1,Co)ll y ¢ € [0,2x]. Teniendo esto en cuenta, la solucién se puede escribir (tras
aplicar identidades trigonométricas) como

x = Acos(6r + ¢) + % (B.8)

donde A se denota como la amplitud de oscilacién, y 8 + ¢ como la fase del oscilador siendo ¢ la
fase inicial de éste.
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Resumen:

Este Trabajo Fin de Mdster se centra en la identificacion y andlisis de cianobacterias en cuerpos de
agua utilizando herramientas de procesamiento de imagenes y técnicas de aprendizaje profundo.
Basandose en la hipétesis de que las cianobacterias alteran la distribucion de los pixeles en los
canales verde y azul del espectro RGB y en el canal de saturacion del espectro HSV, se desarrolla-
ron andlisis de imédgenes. S se implementaron modelos de segmentacion semdntica DeepLabV3+
y U-Net++ para segmentar imagenes de cuerpos de agua y cianobacterias. El estudio se dividi6 en
dos fases: primero, el andlisis de imdgenes de agua utilizando DeepLabV3+, y segundo, el anélisis
de imagenes con cianobacterias usando U-Net++. Se desarrollaron y aplicaron herramientas de
andlisis de imdgenes para ambas fases, permitiendo la identificacion precisa de cianobacterias y un

mejor entendimiento de su presencia en ecosistemas acuaticos.

Palabras clave:

Procesamiento de Imégenes, Pixel, Aprendizaje Automatico, Aprendizaje Profundo, Redes Neu-

ronales Convolucionales (CNN), Cianobacterias, Ficocianina, Histograma.
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Abstract:

This Master’s Thesis focuses on the identification and analysis of cyanobacteria in bodies of water
using image processing tools and deep learning techniques. Based on the hypothesis that cyano-
bacteria alter the pixel distribution in the green and blue channels of the RGB spectrum and in
the saturation channel of the HSV spectrum, image analyses were developed. Semantic segmen-
tation models DeepLabV3+ and U-Net++ were implemented to segment images of water bodies
and cyanobacteria. The study was divided into two phases: first, the analysis of water images
using DeepLabV3+, and second, the analysis of images with cyanobacteria using U-Net++. Image
analysis tools were developed and applied for both phases, allowing for precise identification of

cyanobacteria and a better understanding of their presence in aquatic ecosystems.

Keywords:

Image Processing, Pixel, Machine Learning, Deep Learning, Convolutional Neural Networks (CNN),

Cyanobacteria, Phycocyanin, Histogram.
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1. Introduccion

1.1. Contexto y relevancia

En la dltima década, la influencia de la actividad humana sobre el medio ambiente ha alcanzado
un punto critico, evidenciando la interconexidn entre el desarrollo humano y la salud de nuestros
ecosistemas acudticos. Uno de los fendmenos mds preocupantes es el aumento significativo de
nutrientes inorganicos en lagos y aguas estancadas, un proceso conocido como eutrofizacion, pro-
ceso en el que esta acumulacion excesiva de nutrientes, esencialmente nitrégeno y fésforo, suele
ser resultado de actividades agricolas, industriales y urbanas, y se ve exacerbada por los efectos

del cambio climatico.

Figura 1.1: Vistas de floracion de cianobacterias en el Lago Milford de Kansas, EEUU [1].

El cambio climadtico, a través de patrones climaticos alterados y temperaturas mas cdlidas, ha con-
tribuido de manera directa al incremento de episodios de floraciones algales. Estas floraciones no
solo alteran la estética y la calidad del agua, sino que también tienen consecuencias nefastas para
los ecosistemas acudticos. Entre los principales impactos se encuentra la aparicion y proliferacion
de algas nocivas, especialmente las cianobacterias. Estas algas, bajo ciertas condiciones, pueden

producir toxinas que son perjudiciales tanto para la vida acudtica como para los seres humanos.
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Como se comentaba anteriormente, en la ultima década se ha evidenciado un aumento signifca-
tivo de las floraciones de colonias de cianobacterias alrededor de lagos de todo el mundo [3], a
excepcion de Oceania. En [3] se elabora también una base de datos a nivel mundial de floraciones,
utilizando casi 3 millones de imagenes de satelitales desde el inicio de la década de los 80 hasta
2019, para caracterizar las floraciones de algas en el 57 % de los lagos de agua dulce del planeta. En
el articulo anteriormente citado, se evidencia también que los continentes donde mayor incremen-
to ha existido de estas colonias, son en Asia 'y Africa. En Estados Unidos también hay evidencia
cientifica sobre el aumento de estas floraciones en sus aguas interiores, en trabajos como [1] o en

[4], como consecuencia de la eutrifizacion del agua.

Como también se ha comentado antes, la eutrifizacion (aumento de nitrogeno y fésforo) conlleva
las floraciones de estas algas. La presencia excesiva de algas en la superficie del agua impide la
penetracion de la luz solar y reduce los niveles de oxigeno en el agua, lo que produce un impac-
to ambiental vasto y multifacético. En primer lugar, como indica también los estudios [4] y [5],
las cianobacterias (en la bibliografia se puede encontrar con las siglas CHABs, Cyanobacterial
Harmful Algal Blooms) pueden producir toxinas (cianotoxinas y biotoxinas), que provocan efectos
inmediatos o prolongados en la salud de mamiferos (incluyendo a los seres humanos) y otros seres
vivos, como la anatoxina, que produce un efecto paralizante. Esto puede provocar la muerte de
peces y otros organismos acudticos. Esta disminucién de la biodiversidad acudtica tiene efectos
en cascada, alterando las cadenas alimenticias y el equilibrio ecolégico de estos hébitats. Sobre
los mamiferos, originan efectos gastrointestinales, dermatoldgicos e incluso la muerte, como ocu-
rri6 en 2020 en el delta del rio Okavanga, Botsuana, en el que murieron centenares de elefantes
por intoxicacion al beber de aguas contaminadas por cianobacterias. De este hecho se hacen eco

articulos ciéntificos como [6] y noticias informativas [7].

Desde una perspectiva socioecondmica, las consecuencias son igualmente graves. Las floraciones
de algas pueden tener un impacto directo en la industria pesquera, reduciendo las poblaciones de
peces y afectando el sustento de comunidades que dependen de la pesca. Ademads, la contamina-
cion del agua con toxinas de cianobacterias representa un riesgo para la salud publica, limitando
el uso recreativo de cuerpos de agua y elevando los costos de tratamiento del agua para consumo
humano. En el estudio [8] realizado por la Universidad de Sherbrooke, Montreal, hacen una revi-
sién del impacto econdmico en la salud humana contabilizando los gastos de atenciéon médica y

medicamentos, entre otros gastos.

En este contexto toma relevancia como realizar el tratamiento y la gestion de las floraciones de
algas, ya que son desafios complejos que requieren enfoques integrados y basados en la ciencia.
Aqui es donde entra en juego el papel crucial de la investigacion y la innovacién tecnoldgica, espe-

cialmente en el campo del procesamiento de imdgenes y el aprendizaje profundo (deep learning).
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En una primera instancia, la evaluacion de estas aguas se realizaba mediante anélisis de concentra-
ciones de células de fitoplancton en laboratorios mediante microscopia, lo cual tenia las siguientes
limitaciones: era un método lento, tedioso y a su vez caro; falta de informacién por no tener una
vision general a gran escala del agua contaminada con cianobacterias; incapacidad de monitoreo

en tiempo real.

Para solventar estas adversidades se recurre al monitoreo de las colonias de cianobacterias me-
diante el andlisis de imédgenes. Estas imdgenes en la actualidad vienen de dos fuentes, imagenes
satelitales o imdgenes recogidas en superficie mediante robots autonomos, ASVs (del inglés Au-
tonomous Surface Vehicles). En cuanto a la deteccion mediante satélites, se observa que, aunque
este método si podemos analizar colonias a grandes escalas, también tiene sus limitaciones, como
la variabilidad que producen corrientes acuaticas y la accion del viento. Ademas, en [9] se muestra
una gran variabilidad de su migracion vertical (comportamiento adaptativo donde estas bacterias
se mueven a lo largo de la columna de agua en respuesta a cambios en el ambiente) en su estu-
dio realizado sobre aguas del mar Béltico. También sobre estas aguas, en [10] se compararon 3
métodos de monitoreo de colonias de cianobacterias, las ya comentadas basadas en microscopia e
imagenes satelitales, y una tercera en la que se analiza la fluorescencia de ficocianina (pigmento
fotosintético presente en las cianobacterias, que les confiere un color azul-verdoso) con un sistema
montado (FerryBox system) en un buque mercante. En este estudio se llega a la conclusion de que
las imagenes obtenidas por satélite no son eficientes en aguas someras, es decir, poco profundas,

como pueden ser las mds préximas a costa.

En resumen, las imagenes satelitales han supuesto un gran avance en el andlisis y monitoreo de co-
lonias de cianobacterias, pero existen auin limitaciones. Una linea de investigacion en ciernes es la
adquisicion de base de datos de imdgenes mediante los previamente comentados ASVs equipados
con camaras, para ser procesado posteriormente por técnicas de deep learning, como la segmenta-

cion semantica.

1.2. Antecedentes

En este apartado se expondra el estado del arte de la segmentacion semdntica y mas en concreto, su
aplicacion en la deteccion de colonias de cianobacterias. La segmentacion semdntica, que consiste
en, utilizando redes neuronales convolucionales (CNN por sus siglas en inglés) la clasificacion de
diferentes clases u objetos de una una imagen, segun las caracteristicas de cada pixel. En [11] se
realiza revision de las ultimas investigaciones en métodos de segmentacion semdntica basados en
deep learning. Los usos més avanzado son en el campo de la medicina para identificar tumores,
organos y otras estructuras anatomicas [12, 13, 14]; y en el campo de la automocién, més en

concreto en vehiculos auténomos [15] para entender el entorno, identificando peatones, vehiculos,
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sefales de trafico, etc.

El desarrollo de modelos avanzados de segmentacion de imdgenes, como se aborda en este trabajo,
permite una monitorizaciéon mads eficiente y detallada de las floraciones de algas. Al identificar
y cuantificar de manera precisa la extension de estas floraciones, es posible tomar medidas més

informadas y efectivas para su control y mitigacion.

A comienzos del afio 2023 se publica el primer trabajo relativo a la aplicacion de técnicas de deep
learning para la deteccion de colonias de cianobacterias. El articulo presentado por cientificos de la
Liaoning Technical University, Fuxin, y del Nanjing Institute of Geography and Limnology, Chi-
nese Academy of Sciences, Nanjing, China [16] aborda un enfoque innovador para el monitoreo
ambiental de floraciones de cianobacterias en las zonas cercanas a la orilla del lago Chaohu. El
lago Chaohu, un lago con altas concentraciones de agua en estado de eutrofizacion significativo en
China, es el foco de esta investigacion. Se implement6 una red de camaras en la orilla para capturar
imdgenes de video en tiempo real y dindmico, usando tecnologia multihilos para recopilar datos

cada hora de 43 camaras distribuidas alrededor del lago.

La clave del estudio es la aplicacion de técnicas de segmentacion semantica para identificar y cuan-
tificar la presencia de floraciones de cianobacterias en las imagenes. Para optimizar la precision del
reconocimiento, se integraron tres modelos avanzados de segmentacion semantica: FCN, U-net y
DeepLabV3+, reforzados por la red ResNet-50. La comparativa entre estos métodos reveld que
DeeplabV3+ (ResNet-50) proporciona los limites mas claros y precisos, alinedndose estrechamen-
te con la distribucion espacial real de las floraciones y adaptandose eficientemente a los cambios

por hora.

Los resultados indican que este enfoque satisface la necesidad de monitorizacion horaria en tiempo
real, destacando, como se ha comentado previamente, la superioridad de DeeplabV3+ (ResNet-50),
esto es, en términos de métricas como Precisién General (OA), Precision Media de Pixeles (MPA),
Interseccion Sobre Unidon (IOU) de floraciones de cianobacterias y agua, y un bajo error cuadrati-
co medio (RMSE) del 6.65 % en la prediccion de cobertura de floraciones. Estas capacidades de-
muestran que DeeplabV3+(ResNet-50) es el modelo mds efectivo para este tipo de monitoreo. Esta
técnica ofrece soporte técnico crucial para el manejo cientifico de floraciones de cianobacterias en
el lago Chaohu, proporcionando una estimacion precisa del area afectada y un detallado mapeo de

su distribucion.

Posteriormente, en abril de 2023, cientificos de la Universidad Complutense de Madrid presentan
un articulo [17] que aborda también la creciente problematica de las floraciones de algas nocivas
de cianobacterias en cuerpos de agua. La diferencia principal con [16] es un método innovador

para la adquisicion de imdgenes, utilizando Vehiculos de Superficie Autonomos (ASVs) dotados
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de sistemas de vision artificial para identificar las cianobacterias (véase Fig. 1.2), usado en el
Parque Nacional de Monfragiie, Caceres. Este enfoque se basa de igual modo en el aprendizaje
profundo y el uso de Redes Neuronales Convolucionales (CNNs) para la segmentacion semdéntica
de imagenes, aprovechando la arquitectura convolucional de estos modelos para captar detalles
espectrales y texturales de los pixeles y su entorno. En este estudio se emplean modelos como
UNet++, FPN, PSPNet y DeepLabV3+, y codificadores ResNet50 y EfficientNet-b6, enfocandose
en la deteccidn temprana de las floraciones.

Figura 1.2: Vehiculos de Superficie Auténomos (ASVs) con de sistemas de vision artificial. Imagen
proporcionada por el centro.

Dada la dificultad de obtener imagenes reales de cianobacterias, debido a su aparicion irregular
y dispersa, el estudio se centra en la creacion de datos sintéticos. Se desarrollaron tres conjuntos
de datos: uno con ejemplos reales limitados de cianobacterias, otro con parches sintéticos creados
mediante la Red Generativa Antagénica Adaptativa basada en Estilo (StyleGAN2-ADA), y un

tercero que combina ambos.

Tras evaluar cada modelo con los diferentes conjuntos de datos en imagenes de prueba reales, se
determin6 que UNet++ con EfficientNet-b6, entrenado con el tercer conjunto, mostré la mejor ge-

neralizacion y eficacia. Este hallazgo subraya la efectividad del método propuesto para la deteccion
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temprana de cianobacterias, lo que representa un avance significativo en la proteccion de la salud

y el medio ambiente acudtico.

El ultimo trabajo del que se tiene constancia en este campo es el Trabajo de Fin de Master de una
alumna de la Universidad Complutense de Madrid [18], que se diferencia de los estudios anteriores
principalmente en su enfoque en el uso de dispositivos Edge para el analisis de cianobacterias,
reduciendo la carga y el costo comparado con otros métodos. A diferencia de las investigaciones
previamente citadas, que emplean redes de cdmaras fijas o vehiculos auténomos, este TFM se
centra en mejorar el rendimiento y la calidad en entornos Edge (Edge Computing), utilizando la
arquitectura UNet++ con extractores de caracteristicas pre-entrenados, y considera el aprendizaje

semisupervisado como linea de investigacion futura.

1.3. Motivacion y objetivos

La motivacion de este trabajo es explorar y mejorar la capacidad de monitorear y comprender las
dindmicas de los cuerpos de agua a través de técnicas avanzadas de procesamiento de iméagenes y
aprendizaje profundo. Frente al creciente problema de contaminacién por cianobacterias en lagos
y rios, intensificado por factores ambientales y humanos, se presenta la oportunidad de utilizar la

segmentacion semdntica y el deep learning para identificar y analizar estos cambios.

En cuanto a objetivos, en primer lugar se pretende realizar una documentacion profunda y exhausti-
va sobre las colonias de cianobacterias, su proliferacion, sus impactos ambientales y socioeconémi-

cos y los estudios realizados en este campo.

Otro objetivo serd adquirir y consolidar conocimientos en deep learning y redes neuronales, con un
enfoque especifico en la segmentacion semantica, aplicados al procesamiento de imagenes acuati-

cas.

Asimismo se usard un modelo de segmentacion semantica DeepLabV3+ para un dataset de image-
nes con personas realizando actividades relacionadas con el piragiiismo. Sobre esta imagen seg-

mentada se prepardn las herramientas de andlisis de las imdgenes acuaticas.

Por ultimos se pretende inicializar un modelo de segmentacion basado en arquitectura UNet++,
proporcionado por la autora del trabajo [18], que se utilizard en un dataset de imdgenes de cuerpos
acudticos contaminados por colonias de cianobacterias, y al igual que con el anterior modelo, pro-
cesar laimagen segmentada mediante las herramientas previamente computadas en el paso anterior
e investigar alguna variable obtenida con estas herramientas que nos haga indicar la presencia de

clanobacterias.

En resumen, el presente Trabajo de Fin de Master tiene como objetivos alcanzar conocimientos

70



suficientes en deep learning, mds en concreto en segmentacion semdntica, y en la proliferacion
de colonias de cianobacterias en en cuerpos de aguas; inicializar los modelos de segmentaciéon
semantica proporcionados; y analizar mediante técnicas de procesado de imédgenes los cuerpos de

agua para una deteccion eficiente de las colonias de cianobacterias.
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2. Metodologia

2.1. Fundamentos tedricos
2.1.1. Deep Learning

El deep learning, o aprendizaje profundo, es un subcampo de la inteligencia artificial que se centra
en el uso de redes neuronales profundas. Estas redes estin compuestas por multiples capas de
nodos o neuronas, imitando la estructura y funcionamiento del cerebro humano, lo que permite
al modelo aprender de grandes cantidades de datos de forma jerarquica. El ’profundo’ en deep
learning se refiere a la cantidad de capas a través de las cuales pasa la informacion, permitiendo que
el sistema reconozca patrones complejos y abstractos. Ocasionalmente se confunden los terminos
machine learning y deep learning y la diferencia fundamental entra ambas estd en como aprende
cada algoritmo. Segun el IBM (ref. [19]), el machine learning profundo ’puede utilizar conjuntos
de datos etiquetados, lo que se conoce también como aprendizaje supervisado, para informar a su
algoritmo, pero no requiere necesariamente un conjunto de datos etiquetado’, mientras que el deep
learning ’puede consumir datos no estructurados en formato bruto (imdgenes) y puede determinar
automdticamente el conjunto de caracteristicas que distinguen las distintas categorias de datos
entre si’. Es decir, el deep learning se diferencia del machine learning en los tipos de datos que
procesa y las técnicas especificas que emplea para aprender. Como concepto, el deep learning es
un subcampo de las redes neuronales, las redes neuronales un subcampo del machine learning, y

por ultimo este, un subcampo de la inteligencia artifical.

Las redes neuronales artificiales (ANN) se componen de unidades bdsicas llamadas neuronas o
nodos, organizadas en capas que procesan la entrada de datos en paralelo y la transforman a través
de una serie de funciones, es decir, se tienen unos nodos de entrada, que devuelven una salida a
través de estas funciones que estan implementadas en las capas ocultas. Existen varios tipos de

redes neuronales:

= Redes Neuronales Estdndar: Son las de estructura més sencilla. Un ejemplo clasico es usado
para la venta de bienes inmuebles, donde las entradas puedes ser el tamafio de la casa, las
caracteristicas, la zona y la proximidad a servicios urbanos, y estas entradas dan como salida

la prediccion del precio de la vivienda.

= Redes Neuronales Recurrentes (RNN): Capaces de mantener un estado interno o memoria,
son utiles para tareas donde existe una componente temporal, como el reconocimiento de

voz para transcripciones o traducciones.

= Redes Neuronales Convolucionales (CNN): Especializadas en procesar datos con una topo-

logia en forma de rejilla, como imagenes.
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s Redes Neuronales Complex/Hybrid: es una combinacion de las anteriores utilizada en la

conduccion de vehiculos autonomos.

Las CNN son un tipo de redes neuronales que incluyen capas convolucionales, cuya operacion
principal es la convolucion. En el contexto de una imagen, la convolucidn es una operacion ma-
temdtica que se realiza sobre pequefias regiones de la imagen (filtros) para extraer caracteristicas
relevantes como bordes, texturas, etc. En la Fig. 2.1 se muestra la arquitectura de una red neuronal
convolucional tipica, usada en [2] para un algoritmo evolutivo aplicado a un proceso de soldadura
industrial, dividida en dos partes, Feature Learning que consta de N bloques convolucionales com-
puesto por una capa convolucional seguida de una funcién de activaciéon RelLU (Rectified Linear
unit) y una capa de agrupamiento (pooling); y la parte de classification donde tras los bloques
convolucionales, la arquitectura se aplana y se conecta a una capa fully connected layer, que tiene
la tarea de combinar las caracteristicas aprendidas para realizar la clasificacion y da a la salida la

clasificacion o etiquetas de la imagen de entrada.
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Figura 2.1: Esquema general de una red neuronal convolucional (imagen tomada de [2])

La capa convolucional aplica varios filtros a la imagen de entrada para extraer caracteristicas.
Los filtros son matrices pequefias que se deslizan sobre la imagen para detectar patrones como
bordes, texturas, etc. La funcién ReLLU es una funcién de activacion que convierte todos los valores
negativos en cero y mantiene los valores positivos sin cambios. En este caso la funcion softmax
se aplica a la salida de la ultima capa completamente conectada. Esta funcién convierte las salidas
en probabilidades que suman 1, permitiendo interpretar la salida como la probabilidad de que la

entrada pertenezca a cada una de las categorias de clasificacion.

La segmentacion de imdgenes es un proceso que divide una imagen digital en varias regiones.
Cada region se clasifica segin la informacion contenida en ella. Los tres tipos de segmentacion
de imdgenes son la segmentacidén semdntica, la segmentacion de instancias y la segmentacion

pandptica. La segmentacion semdntica, la cual nos atafie en este trabajo, clasifica cada region
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seglin su contenido, es decir, etiqueta cada pixel de una imagen por su clase semantica [20], de

manera que pixeles con la misma etiqueta compartan cierta caracteristica o seméntica comun.

Este proceso se realiza mediante modelos de segmentacion, que generan un esquema de segmentos
a partir de una imagen inicial. Este esquema, conocido como mapa de segmentacion, reinterpreta
la imagen original asignando a cada pixel una categoria semdntica especifica para formar distintas
mascaras de segmentacion. Estas méscaras identifican secciones de la imagen, diferenciandolas del
resto. Un ejemplo muy recurrente para escenificar este concepto es el de un mapa de segmentacion
que muestra un arbol en un campo despejado, que se distinguirian probablemente tres areas: una

correspondiente al arbol, otra al terreno y una mas al cielo.

Los modelos usados en este trabajo son:

= UNet++: Es una arquitectura de red neuronal que evoluciona de la UNet original, introdu-
ciendo conexiones mas densas entre las capas de codificacion y decodificacion, lo que mejora

la capacidad de aprendizaje de caracteristicas y mejora la precision de la segmentacion.

= DeeplLabV3+: Este modelo representa una evolucion de las versiones previas de DeepLab.
Integra una secuencia de convoluciones dilatadas que permiten recopilar informacién con-
textual en diversas escalas espaciales. Ademads, mejora el proceso de decodificacion de la

imagen, lo que resulta en segmentaciones mas exactas y detalladas.

Es importante en este momento conocer también las métricas loU (Interseccion sobre Unidn) y
Dice Score, que se utilizan en los modelos de segmentacién semdntica para evaluar la precision
con la que el modelo ha podido segmentar y clasificar las diferentes partes de una imagen en

comparacion con las anotaciones verdaderas (ground truth).

El IoU, o indice de Jaccard, mide la superposicion entre la prediccion del modelo y la anotacion
verdadera. Se calcula como el area de interseccion entre la prediccion y el ground truth dividida

por el drea de la unién de ambos, como se muestra en la Fig. 2.2 y en la ecuacién 2.1.

_ |ANB|

IoU(A,B) = AUB]

2.1
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Prediccién

Referencia

Prediccion

Referencia

Figura 2.2: Representacion loU.

Un /oU alto indica que la prediccion del modelo se alinea estrechamente con la anotacién verda-

dera, lo que sugiere una mayor precision en la segmentacion.

El Dice Score o Coeficiente de Sgrensen-Dice, al igual que el IoU, evalua la similitud entre la
prediccion del modelo y la anotacion verdadera. Se calcula como el doble del area de interseccion
entre la prediccion y el ground truth dividido por la suma de los pixeles en ambas, la prediccion y

la anotacion verdadera, como se ilustra en la Fig. 2.3 y en la ecuacién 2.2.

2x|ANB
Dice(A,B) = 2 AN 2.2)
A+ B|
Prediccion
Referencia
2 X
+
Prediccion Referencia

Figura 2.3: Representacion Dice Score.

Un Dice Score alto indica una gran superposicion entre la prediccion y la anotacion verdadera,
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reflejando una alta precision en la segmentacion.

Ambas métricas son fundamentales para entender la eficacia de un modelo de segmentacion semdnti-
ca, permitiendo a los investigadores y desarrolladores optimizar sus modelos para una mejor pre-

cision en la deteccion y clasificacion de diferentes objetos dentro de las imagenes.

2.2. Metodologia de la investigacion
2.2.1. Datos y herramientas

Los datos para esta investigacion fueron proporcionados por el Departamento de Arquitectura de
Computadores y Automaética de la Facultad de Ciencias Fisicas de la Universidad Complutense de
Madrid. En un primer instante se proporcioné un conjunto de 86 imédgenes en formato PNG (Por-
table Network Graphics, de una resolucion que comprendian unos valores desde 1663 x 800, hasta
533 x 800, que contenian, como se observa en la Fig. 2.4 personas en piraguas sobre superficies

acudticas. Estas imdgenes fueron entregadas con sus correspondientes anotaciones.

TR e

Figura 2.4: Ejemplo del primer conjunto de imédgenes.

Para este conjunto de imédgenes se trabajé con un modelo de segmentacion de imagenes basado en
arquitectura DeepLabV3+, con el que segmentaba las imédgenes en 5 clases: Background, Person,
Water, Canoe 'y Paddle.

El segundo conjunto de datos y modelo de segmentacion, también facilitados por el Departamento
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de Arquitectura de Computadores y Automadtica de la Facultad de Ciencias Fisicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid, fueron los realizados en el trabajo de la autora de [18]. Estos datos
constan de un conjunto de entrenamiento de 377 imagenes de cuerpos de agua contaminada con
cianobacterias y un conjunto de prueba de 97 imdgenes de las mismas caracteristicas, como se
muestran en la Fig. 2.5. Todas fueron entregadas con una resolucién de 224 x 224 y en formato
PNG (Portable Network Graphics), y como cita la autora, son imagenes de lagos que se encuentran
ubicados en Espania. Las anotaciones de estas imdgenes fueron realizada por la autora del trabajo

citado previamente mediante la herramienta web V7 Darwin [21]

(a) cianol (b) ciano2

Figura 2.5: Ejemplos del segundo conjunto de imagenes

Para segmentar imagenes de este conjunto, se proporcioné un modelo de segmentacion basado en
arquitectura UNet++, segmentando en 4 clases: agua contaminada con cianobacterias, agua, rocas

y vegetacion.

En cuanto a las herramientas utilizadas para el desarrollo e implementacién de los modelos de
segmentacion, se ha usado la interfaz basada en navegador web ’Jupyter Notebook’, entorno de
desarrollo en Python. Las bibliotecas més relevantes utilizadas ‘NumPy’ [22] y ‘Matplotlib’ [23]
para la manipulacién y visualizacién de datos; ‘OpenCV’[24] para el procesamiento de imédgenes,
‘scikit-image’ [25] para algoritmos de procesamiento de imdgenes avanzados y PCA; ‘TensorFlow’
[26] o ‘Keras’ [27] para la implementacidn y entrenamiento de redes neuronales convolucionales.
Ademas, otras bibliotecas importantes fueron Os’ [28] para la interaccion con el sistema ope-
rativo; *Seaborn’[29] para visualizaciones estadisticas avanzadas; *Google.protobuf’ [30] para la
serializacion y deserializacion de estructuras de datos; *Glob’ [31] para la manipulacién de nom-
bres de archivos y rutas; *Scipy.io’ [32] para la entrada y salida de datos cientificos; y "PIL’ [33]

(Python Imaging Library) para la manipulacion basica de imédgenes.
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Como herramientas para el andlisis de los datos, se crean funciones para plotear histogramas de
los canales RGB y de los canales HSV; funcién para medir el espectro de magnitud mediante la
Transformada de Fourier 2D; y una funcidn para estudiar el andlisis de componentes principales
(PCA).

2.2.2. Estructura y planificacion

La metodologia de este trabajo se planific en funcién de cumplimentar los objetivos propuestos
en la subseccion 1.3. En primer lugar se realizé una profunda investigacion sobre el qué son las
cianobacterias, cudles son sus impactos tanto ambientales como socioecondmicos y porqué se
produce su proliferacion, lo cual estd documentado en la subseccién 1.1. Tras esta documentacion,
conviene preguntarse ;/qué variable, usando herramientas de procesado de imagenes, nos indicara
la presencia de esta cianobacteria nociva? Ante esta pregunta, y tras la revision de la bibliografia,
se puede formular la siguiente hipotesis: La presencia de cianobacterias en cuerpos de agua afecta
significativamente la distribucién e intensidad de los pixeles en los canales verde y azul del espectro
RGB, y del canal saturacion del espectro HSV de las imagenes acudticas”. Esta hipdtesis se basa en
la premisa de que las cianobacterias contienen ficocianina, un pigmento fotosintético que le da ese
tono caracterisico y esa fluoresencencia, pudiendo provocar cambios notorios en los canales verde
o azul del espectro RGB (o cambios en el canal de saturaciéon de HSV) en imdgenes capturadas

por sensores Opticos.

El siguiente paso en la investigacion fue la iniciacién en materia de deep learning, para ello se
realizo los cursos preliminares de la referencia [34]. A finalizacion de dicho curso, se comprenden
los principios basicos del aprendizaje profundo y los conceptos fundamentales de la programa-
cion de redes neuronales, asi como los tipos de redes neuronales y porqué las redes neuronales

convoluvionales (CNN) y su arquitectura son las mas eficaces para la segmentacién de iméagenes.

Con estos conocimientos adquiridos se procede al estudio de los articulos relacionados con la
aplicacién de la segmentacion semdntica para las colonias de cianobacterias. La documentacién

revisada se detalla en el estado del arte, en la subseccién 1.2.

Se inicializa el modelo de segmentacion basado en arquitectura DeepLabV3+ para imédgenes del
primer conjunto de datos comentado antes en 2.2.1. Se segmenta la imagen en 5 clases y se realiza
una mdscara para el agua, poniendo las clases Background, Person, Paddle y Canoe a 0. Se aplica
esta mascara sobre la imagen original y obtenemos una imagen con solo agua para ser posterior-
mente analizada. Sobre estas imdgenes se desarrollan funciones que sirven como herramientas para

analizar estas imdgenes “water_only’.

La segunda fase del estudio fue la puesta en marcha del modelo de segmentacion con arquitectura
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UNet++ de la autora del trabajo [18] para segmentar imdgenes del segundo conjunto de datos
de cuerpos de agua con colonias de cianobacterias. Se sigue el mismo procedimiento que en la

primera fase con el primer modelo, se segmenta la imagen y se realizan dos mdscaras:

= Mascara para obtener imagen 'water_only’. Se ponen todas las clases a 0 excepto el agua, y

se aplica sobre la imagen original.

= Maiscara para obtener imagen ’ciano_only’. Se ponen todas las clases a 0 excepto las ciano-

bacterias, y se aplica sobre la imagen original.

Sobre estas imagenes se aplican las herramientas de analisis previamente desarrolladas en la pri-

mera fase del trabajo. El diagrama de trabajo se ilustra en la Fig. 2.6.

::> Puesta en marcha : Segmentacion : Mascara
Modelo 1 imagen :

Documentacion

Cianobacterias
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Deep Learning
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(a) Primera fase del trabajo.
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Puesta en marcha : Segmentacion
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(b) Segunda fase del trabajo.

Mascara
—

ciano_only

Figura 2.6: Diagrama de flujo de trabajo.
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3. Resultados

3.1. Desarrollo y ensayos
3.1.1. Inicializaciéon modelo segmentacion DeepLabV3+

La primera parte del desarrollo de la investigacion fue la puesta en marcha del modelo de seg-
mentacion basado en arquitectura DeepLLabV3+ suministrado por el centro. A continuacion se ex-
pondr4 las partes de este modelo, y después se detallard mediante pseudocddigos las ampliaciones

realizadas y el desarrollo de herramientas de andlisis para su posterior uso en otros ensayos.

El modelo model-vgg16-deeplabv3+.h5, se inicializa mediante el cuaderno de ’Jupyter Notebook’
Testing VGG16_DeepLabV3+.ipynb, también suministrado por el centro. En el se comienza con
la carga de librerias necesarias, entre las que destacan *Tensorflow’ y "h5py’, la cual se detectd un

problema de incompatibilidad con la versiéon de ’Numpy’.

El siguiente paso es la carga y preparacion del dataset. La funcion 'ger_dataset _slice_paths' ge-
nera dos listas de rutas: una para imagenes y otra para mapas de etiquetas. Primero, lista todos
los archivos en los directorios proporcionados (image_dir y label map_dir), y luego crea rutas
completas a estos archivos, asegurdndose de que estén ordenadas antes de devolverlas. Se llama
a la funcidén con las rutas especificas para las imagenes de validacion y las rutas a los mapas de
etiquetas de validacion. Estas listas se generardn a partir de los archivos contenidos en los direc-
torios especificados para imagenes de prueba y segmentaciones de prueba, respectivamente. La
siguiente funcion en este apartado es 'map_filename_to_image_and_mask’, que realiza el prepro-
cesamiento de imagenes y sus correspondientes mapas de etiquetas, convirtiendo los archivos de
imagen y etiqueta en tensores, luego los redimensiona al tamaio especificado ("height’ y *width’),
para después normalizar los pixeles de la imagen para que estén en el rango [-1, 1] y reestructura
los mapas de etiquetas para crear un tensor con un canal por cada clase definida en ’class_names’,
identificando asi qué pixeles pertenecen a cada clase. La funcién devuelve la imagen preprocesada

y su correspondiente mapa de etiquetas en un formato adecuado para su posterior procesado.

Se prepara el conjunto de datos de validacion para su uso con la funcion 'get validation_dataset’.
Inicia creando un dataset de *TensorFlow’ a partir de listas de las rutas de imdgenes y mapas de eti-
quetas, asociando cada imagen con su correspondiente mapa de etiquetas. Luego, aplica la funcion
"'map_filename_to_image_and_mask’ antes comentada para redimensionar, normalizar y reestruc-
turar los datos. Los datos preprocesados se agrupan en lotes de un tamafio definido manualmente.
La funcion configura el dataset para que se repita indefinidamente, y finalmente retorna el dataset

preparado para su uso.

Tras llamar a la funcién 'ger_validation_dataset’ se generan herramienteas de visualizacion. Se
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genera una paleta de colores para representar visualmente las clases definidas en ’'class_names’
utilizando la biblioteca ’Seaborn’, se convierten estos colores en tuplas RGB normalizadas y para
cada clase se asigna un color tnico de esta paleta. La funcion ’give_color to_annotation’ transfor-
ma mapas de etiquetas en imagenes a color, asignando colores especificos a cada clase de etiqueta.
Estos colores se basan en la paleta definida anteriormente y se aplican a un array de 'NumPy’
de los tres canales RGB. La funcién toma un mapa de etiquetas bidimensional y lo convierte en
un array tridimensional donde el tercer eje representa el canal de color. Para cada clase definidas,
busca todos los pixeles en el mapa de etiquetas que pertenecen a esa clase y les asigna el color
correspondiente, multiplicando los valores normalizados de los colores por 255 para convertirlos
en valores RGB estdandar. El resultado es una imagen en color donde cada clase se visualiza en un

color diferente.

Para finalizar la segmentacion del modelo, se extrae un conjunto de prueba del conjunto de valida-
cién con la funcién 'get _images_and _segments_test _arrays' y se carga el modelo entrenado. Luego,
se realiza la prediccion sobre este conjunto de prueba. La funcién ’compute_metrics’ calcula métri-
cas de evaluacion (IoU y Dice) para las predicciones. La funcion 'show_predictions’ visualiza las
imagenes originales, junto con las mascaras de segmentacion predichas y reales, y muestra las
métricas calculadas. Es decir, en detalle, se selecciona una muestra de imagenes y segmentaciones
del conjunto de validacién. El modelo cargado hace predicciones sobre estas imdgenes. Las predic-
ciones y los segmentos verdaderos se pasan a ’compute_metrics’ para calcular el loU y Dice para
cada clase y por tultimo, se visualiza cada imagen con sus mascaras predichas y reales, junto con
las métricas. Las mascaras se colorean usando la funcion 'give_color_to_annotation’, que asigna
un color Unico a cada clase en la mascara de segmentacion para facilitar la comparacion visual
entre las predicciones del modelo, asi como la evaluacién del rendimiento del modelo en base a las

métricas calculadas, como se muestra un ejemplo en la Fig. 3.1.

Predicted Mask True Mask

Background: 10U: 0.9884057971068697 Dice Score: 0.9941690964464005
Water: 10U: 0.9254528461767534 Dice Score: 0.9612833139261532
Canoe: I0U: 0.6782794175643808 Dice Score: 0.8083033268287404
Person: 10U: 0.6592427629575249 Dice Score: 0.7946308751797967

Paddle: 10U: 0.0913705737500749 Dice Score: 0.16744188887686995

Figura 3.1: Resultado grafico de la inicializacién del primer modelo.
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Se analiza una muestra aleatoria de las imagenes del dataset para comprobar el resultado de seg-

mentacion a través de las métricas IoU y Dice, como se muestra en los cuadros 3.1y 3.2. De estos

resultados se infiere que, para clases donde existen una mayor cantidad de pixeles, es decir, las

clases que ocupan mayor espacio en la imagen, se realiza mejores predicciones. Para esta investi-

gacion, en la que nos interesa analizar la clase *Water’ las métricas dan un valor bastante alto, por

lo que el modelo realiza una buena prediccion.

Imagen | Clase Background’ | Clase "Water’ | Clase 'Person’ | Clase ’Canoe’ | Clase 'Paddle’

0 0.969 0.936 0.680 0.370 0.070
2 0.963 0.945 0.608 0.438 0.102
7 0.769 0.730 0.724 0.477 0.029
8 0.977 0.838 0.750 0.215 0.176
10 0.996 0.975 0.436 0.530 -
16 0.952 0.876 0.575 0.509 0.306
18 0.938 0.880 0.434 0.186 0.035
19 0.956 0.762 0.734 0.590 0.066
26 0.934 0.720 0.538 0.559 0.427
32 0.988 0.925 0.678 0.659 0.091

Promedio 0.944 0.858 0.618 0.453 0.130

Cuadro 3.1: Resultados métricas loU.
Imagen | Clase Background’ | Clase "Water’ | Clase 'Person’ | Clase ’Canoe’ | Clase ’Paddle’

0 0.984 0.967 0.809 0.540 0.147
2 0.981 0.972 0.758 0.609 0.180
7 0.869 0.844 0.840 0.646 0.05
8 0.988 0.912 0.857 0.354 0.3
10 0.998 0.987 0.607 0.692 -
16 0.975 0.934 0.730 0.675 0.469
18 0.968 0.936 0.605 0.314 0.069
19 0.977 0.865 0.846 0.742 0.124
26 0.966 0.837 0.724 0.717 0.599
32 0.994 0.961 0.808 0.794 0.167

Promedio 0.970 0.921 0.758 0.608 0.211

Cuadro 3.2: Resultados métricas Dice.

Tras esto se desarrollan herramientas de andlisis. Para ello en primer lugar se pretende realizar una

madscara para obtener una imagen con solo la clase *water’. Se inicializa water_mask’ como una

matriz booleana donde los pixeles de agua son "True’ y se obtiene ’original image’ en formato

’Numpy’. En este caso si el madximo de ’original image’ es mayor que 1 o el minimo es menor que

0, entonces se normaliza esta imagen en un rango [0, 1]. Ya por ultimo se reasigna ’water_mask’
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para asegurar que '1° es la etiqueta correcta para agua y se crea la imagen “water_only_image’

aplicando "water_mask’ sobre ’original image’.

Méascara de agua Imagen solo con agua

(a) Mascara (b) Resultado tras la mascara

Figura 3.2: Comparativa mdscara e imagen con mascara del primer modelo.

Con el resultado ilustrado en la Fig. 3.2 se obtiene la base sobre la que desarrollar los algoritmos
de anélisis que se creen que serdan de utilidad para la deteccién de cianobacterias. En primer lugar
se desarrolla un algoritmo para separar los canales RGB y realizar un histograma sobre cada canal,
como se muestra en el pseudocddigo 3.1. Los canales se separan mediante el método ’.flatten’,
se filtra el fondo negro y se dibujan los histogramas con la libreria "Numpy’, visualizandose los

resultados en la Fig. 3.3.

Algorithm 3.1 Plotear Histogramas

1: Obtener imagen con solo agua
2: Aplanar el canal rojo
3: Aplanar el canal verde
4: Aplanar el canal azul
5: procedure PLOT_HISTOGRAM(channel, title, color)
6: Filtrar valores mayores a 0 en channel
7: if channel esta vacio then
8: Imprimir mensaje de datos insuficientes
9: return
10: end if
11: Calcular histograma del channel
12: Configurar y mostrar barras del histograma
13: Mostrar histograma
14: end procedure

—
9,1

: Llamar PLOT_HISTOGRAM(red_channel, "Histograma Rojo’, 'red’)
: Llamar PLOT_HISTOGRAM(green _channel, "Histograma Verde’, *green’)
: Llamar PLOT_HISTOGRAM(blue_channel, "Histograma Azul’, *blue’)

—_— =
~N O
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(a) Canal Rojo (b) Canal Verde (c) Canal Azul

Figura 3.3: Resultado de la implementacion del algoritmo 3.1.

En las gréficas de la Fig. 3.3 relativas a la imagen 3.2b se aprecia como hay una mayor cantidad
de pixeles en los canales azul y verde. Esta herramienta servird para cuando se analicen imagenes

con cuerpos de agua contaminados por colonias de cianobacterias.

Otra herramienta que se desarrolla para su posible anélisis es la transformada de Fourier. Se genera
una funcién en el que se calcula la transformada de fourier de la imagen y se centra la componente
de frecuencia O mediante los métodos ’np.fft.fftshift’ y ’np.fft.fft2’ de la libreria "Numpy’. Como
entrada, la funcion tiene la imagen pasada a escala de grises usando la libreria ’OpenCV’. Tanto la

imagen pasada a escala de grises como el espectro se muestran la Fig. 3.4.

Algorithm 3.2 Visualizacién del Espectro de Magnitud de la Transformada de Fourier 2D

1: Entrada: gray_image, title="Espectro de Magnitud con Colormap’
2: Salida: Visualizacion del Espectro de Magnitud

3: procedure PLOTFFT2DSPECTRUM(gray_image, title)

4: Calcular la Transformada de Fourier 2D de gray_image
Centrar el componente de frecuencia O

Aplicar escala logaritmica para obtener el espectro de magnitud
Obtener las dimensiones de gray_image

Preparar las etiquetas de los ejes

Visualizacion de gray_image y su espectro de magnitud

10: Mostrar los graficos con titulos, colormaps, etiquetas y escalas
11: end procedure

12: Convertir imagen ‘water_only_image* a escala de grises

13: Aplicar PLOTFFT2DSPECTRUM(water_gray_image, titulo)

R A
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Imagen Original

Espectro de Magnitud con Colormap 150
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Figura 3.4: Comparacion imagen escala de grises con espectro.

Se observa las bajas frecuencias en el centro y granulado o ’speckle’ de altas frecuencias a medida
que nos alejamos del centro que es debido a las ondulaciones que se forma en la superficie acudtica

o a los reflejos.

La altima herramienta desarrollada es el andlisis de componentes principales (PCA). Para ello se
utiliza la libreria ’Sci-kit Learn’ en el que se aplana y normaliza en un arreglo 'Numpy’ la imagen
y se transforma los datos originales a las nuevas coordenadas definidas por las 2 componentes
principales. Se desarrolla otra funcién en el que se compara la imagen original con la imagen

reconstruida a partir de las componentes principales.

PCA de la Imagen

Segunda Componente Principal

Primera Componente Principal

Figura 3.5: Analisis de componente principales.

La Fig. 3.5 es un gréfico de dispersion de los datos transformados por PCA. El eje x (horizontal)



representa la primera componente principal y el eje y (vertical) representa la segunda componente
principal. Cada punto en este grafico representa un pixel de la imagen en el espacio de componen-
tes principales. La dispersion de los puntos muestra como los diferentes pixeles de la imagen se
relacionan entre si en términos de sus valores de pixel (intensidad y color) después de la normali-

zacion.

Algorithm 3.3 Analisis de Componentes Principales PCA

1: procedure PLOTPCA (image_flat_normalized,n_components)
2: Inicializar PCA con n_components

3 Ajustar PCA a image_flat _normalized

4 Transformar los datos a las componentes principales

5: Graficar las componentes principales

6 return componentes principales

7: end procedure

8: procedure COMPAREIMAGES(original _image,reconstructed_image)
9: Crear subplots para comparar las dos imagenes

10: Mostrar original _image y reconstructed_image en subplots
11: end procedure

12: Preprocesar imagen para PCA

13: Aplicar PCA y obtener componentes principales

14: Reconstruir la imagen desde las componentes principales

15: Comparar imagen original con imagen reconstruida

En la Fig. 3.6 se compara la imagen original con la reconstruccion a partir de las componentes
principales. La imagen reconstruida con PCA muestra una version simplificada. Esto resulta en una
pérdida de detalles y una alteracion del color y la calidad visual, pero la forma general de la canoa
y el patrén de la superficie del agua siguen siendo reconocibles. Con esta reconstruccion se puede
comprender qué parte de la varianza de los datos originales es capturada por los componentes

principales.

Imagen Original Imagen Reconstruida con PCA

Figura 3.6: Comparativa imagen principal e imagen reconstruida.
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3.1.2. [Inicializaciéon modelo segmentacion UNet++

Una vez desarrolladas las herramientas de anélisis que se consideran que pueden ser de utilidad
para estudiar la deteccion de colonias de cianobacterias, se pone en marcha el modelo de segmen-
tacion basado en arquitectura UNet++. Tras la carga de bibliotecas y la instalacion de la libreria
"keras-unet-collection’ se establecen el tamaiio de lote de imdgenes que el modelo procesard a la
vez, el nimero de clases de segmentacion y el nimero de imédgenes para los conjuntos de entrena-

miento y prueba.

A continuacion se generan y se preparan los datos. Se definen las funciones 'inpur_data_process’
y 'target_data_process', que normalizan los valores de los pixeles en un rango de 0 a 1 y convierte
las mascaras en categorias. Se aplican estas funciones para la carga y procesamiento de los datos de

prueba y de entrenamiento, indicando el directorio donde se encuentran estos conjuntos de datos.

Tras esto, se realiza la evaluacion del modelo sin cuantizar. Se define la funcién 'infer’ que toma
una imagen de entrada, realizando inferencia con el modelo y convirtiendo las salidas del modelo
en un tensor de etiquetas de clase por pixel. Se carga el modelo mediante paquete ’keras’ y se
imprimen las métricas loU para el agua y para la cianobacterias. Se realiza esto tanto para el
conjunto de datos de pruebas como de entrenamiento y se obtienen los resultados de la tabla 3.3,
los cuales indican que el modelo es bastante preciso en la deteccion de cianobacterias y agua en

las imégenes.

Agua | Cyano
Data test | 0.807 | 0.937
Data train | 0.834 | 0.938

Cuadro 3.3: Resultados métricas IoU.

En el siguiente paso se desarrollan las lineas de codigo para la visualizacion de las imagenes
y de las méscaras. En primer lugar se utilizan en un primer caso las imagenes de prueba para
generar predicciones y posteriormente se convierten las mascaras de segmentacion, que estdn en
formato de indices de clase, en imdgenes RGB utilizando una paleta de colores. A continuacion,
se implementan las lineas de cddigo desarrolladas en 3.1.1. Al igual que en el anterior modelo, se
presenta en un subplot la imagen, con su prediccién y la mascara verdadera, como se muestra en
la Fig. 3.7
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Predicted Mask Ground Truth Mask

QOriginal Image

Figura 3.7: Resultado grafico de la inicializacion del segundo modelo.

Usando las lineas de cddigos desarrolladas en el anterior modelo para realizar una mascara, para
que, esta vez, obtener una imagen que contenga solo cianobacterias para su posterior procesado,

como se observa en la Fig. 3.8.

Cyano mask Cyanobacteria Only Image

g

__ad

(a) Mascara (b) Resultado tras la mascara

Figura 3.8: Comparativa mascara e imagen con mascara del segundo modelo.

Con el resultado de la Fig. 3.8b se tiene la base para la implementacion de las herramientas de
andlisis desarrolladas anteriormente y se da por finalizada la puesta en marcha del modelo de seg-
mentacion basado en arquitectura UNet++. Se realizan los ensayos que continuan en las siguientes

subsecciones.

3.1.3. Ensayo 1. Estudio sobre colonia de cianobacteria

Se implementan los algoritmos de los pseudocddigos 3.1, 3.2 y 3.3 modificando simplemente las
variables usadas. Se plotea los canales RGB de la imagen tras la aplicacion de la mascara sobre la
imagen original, en este caso para la imagen de la Fig. 3.8b y se obtiene los resultados de la Fig.
3.13.
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Figura 3.9: Resultado de la implementacion del algoritmo 3.1 sobre imdgenes con cianobacterias.

Se visualiza el espectro de magnitud de la TF2D en la Fig. 3.10.

Imagen Onginal
)

Espectro de Magnitud con Colormap

Frecuencia (v)

-12 ;
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Figura 3.10: Comparacién imagen con cianobacterias en escala de grises con espectro.

Y por ultimo se implementa el algoritmo para el andlisis de componentes principales y para la
reconstruccion de la imagen con las componentes principales como se muestran en las Fig. 3.11 y
3.12.
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Figura 3.11: Andlisis de componente principales para imagen con cianobacteria.
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Figura 3.12: Comparativa imagen principal e imagen reconstruida para imagen con cianobactera.

El andlisis pormenorizado de varias imdgenes utilizando estas herramientas se realizan en la sec-

cion 3.2.

3.1.4. Ensayo 2. Estudio HSV

En este ensayo se decide estudiar los canales HSV por el aspecto verdoso e intenso que tienen
las cianobacterias. Para ello se decide plotear los canales HSV en histogramas, realizando alguna
modificacién sobre el algoritmo 3.1, teniendo como resultado el algoritmo mostrado en el pseu-
docddigo 3.4. Se convierte la imagen de RGB a HSV utilizando la biblioteca ’OpenCv’. Se descarta

el canal ’value’ y se analizan los canales "hue’ y ’saturation’.

Algorithm 3.4 Histogramas canales HSV

1: Convertir la imagen ’ciano_only_image’ de RGB a HSV
2: Separar los canales HSV en hue_channel, sat_channel, val_channel
3: procedure PLOT_HISTOGRAM_HSV(channel, title, channel name, num_bins)

4: Filtrar los valores del canal mayores a 0

5: if channel esté vacio then

6: Mostrar mensaje de error

7: return

8: end if

9: Calcular histograma del canal
10: Configurar grafica del histograma
11: Dibujar histograma con configuraciones de color y estilo
12: Mostrar histograma

13: end procedure

14: Generar y mostrar histograma para hue_channel con 180 bins
15: Generar y mostrar histograma para sat_channel

16: Generar y mostrar histograma para val_channel
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Figura 3.13: Resultado de la implementacion del algoritmo 3.4 sobre imdgenes con cianobacterias.

En la Fig. 3.13 se muestran los resultados del histograma de los canales de saturacién y matiz de la

Fig. 3.8b. En la seccion 3.2 se analizaran los resultados de varias imagenes en busca de un patron.

3.1.5. Ensayo 3. Estudio agua-cianobacteria

El ultimo ensayo que se realiza es el estudio de los histogramas en imdgenes donde existan zo-
nas claramente diferenciadas entre cianobacterias y agua, para tener una idea de los colores que
predominan en ese cuerpo de agua e intentar detectar las cianobacterias por la diferencia de histo-
gramas. Para ello se detectan que las imdgenes con las zonas mas diferenciadas y sobre las que se
puede realizar un mejor analisis se encuentran en el datatrain, en vez de en el dataset. Se realizan
simples modificaciones para que se procesen las imagenes de este dataset y sus anotaciones, pero
esto conlleva un tiempo de computaciéon mayor, al ser un conjunto de datos mayor que el dataset

de prueba. En la Fig. 3.14 se muestran los resultados de la imagen seleccionada.

Ground Truth Mask

Predicted Mask

100

125

150

175

Figura 3.14: Resultado gréfico de la inicializacion del segundo modelo para imdgenes con zonas
de agua y cianobacterias bien diferenciadas.

Ahora al igual que en ensayos previos se le aplica la méscara sobre la imagen original, pero en este
caso seran dos, una para obtener solo agua, y otra para obtener solo cianobacteria. Los resultados

de este proceso se ilustra en la Fig. 3.15.
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Cyanobacteria Mask Water Mask Cyanobacteria Only Image Water Only Image

(a) Mascara (b) Resultado tras la mascara

Figura 3.15: Comparativa mascara e imagen con mdscara sobre cianobacteria y sobre agua.

A continuacion se modifica el algoritmo 3.1 de modo que genere un ’subplot’ comparando cada
canal RGB entre cianobacteria y agua. La modificacion simplemente es que recorra un bucle *for’

para cada color.

Algorithm 3.5 Algoritmo 3.1 modificado

: Entrada: ciano_only_image, water_only_image, title_suffix
: procedure PLOTHISTOGRAM(channel _data, title, subplot_position)
Calcula histograma y bin_edges de channel data
Configura subplot en subplot_position
Dibuja el histograma con plt.bar
Configura titulo, etiquetas, limites y grid
end procedure
if np.max(ciano_only_image) > 1 then
Normaliza ciano_only_image
end if
: if np.max(water_only_image) > 1 then
Normaliza water_only_image
: end if
: Define colors como ['red’, ’green’, ’blue’]
: for cada color en colors do
Extrae y aplana canales de ciano_only_image y water_only_image
Filtra valores mayores a 0
Crea una nueva figura con plt.figure
Llama a PlotHistogram para cianobacterias y agua
Muestra la figura con plt.tight_layout y plt.show
: end for
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Con este algoritmo desarrollado se realiza las diferencias entre ambas y se grafiquen. De este

modo se eliminaria la componente sistematica predominante en el lago de estudio. El analisis de
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los resultados se realiza en la seccion 3.2

3.2. Analisis de los resultados
3.2.1. Ensayo 1. Estudio sobre colonia de cianobacteria

Se analizan varias muestras de imagenes ya segmentadas habiendo sido aplicada la mascara para

tener una imagen con solo cianobacteria.
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Figura 3.16: Comparativa histogramas RGB sobre imagenes con cianobacterias.

Como se observa en la Fig. 3.16 la distribucion de los pixeles e intensidades no siguen un patrén
claro. Se decide extraer de una muestra de 10 imagenes del lote previamente fijado en 76 imédgenes,

y se extrae del histograma la moda para cada canal, por ser el nimero que se presenta con mas
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frecuencia en un conjunto de datos y el que podria ser indicativo de la presencia de cianobacterias.

La distribucion de estos puntos para cada canal se muestra en la Fig. 3.17.
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Figura 3.17: Gréfica de la moda para cada canal RGB.

En la grafica se muestra también la media de estos datos y sus respectivas desviaciones estandar
mediante barras de error. Se considera que los datos no son conluyentes ya que hay una gran
dispersion en los canales rojo y verde. La dispersion alta indica una variabilidad significativa en la
intensidad de color y en el nimero de pixeles de la moda entre las imdgenes. Esto podria sugerir
que hay una diversidad en la forma en que las cianobacterias se presentan en diferentes cuerpos
de agua o bajo diferentes condiciones de iluminacion y captura de imagen. Se observa una buena
dispersion de datos en el numero de pixeles para el canal azul con valor promedio de 719 pixeles

y una desviacién de £ 148.7.

Se analiza ahora los espectros de magnitud. En la Fig. 3.18 se muestran algunos ejemplos. El punto
central brillante en cada espectro sugiere que las cianobacterias generan una cantidad significativa
de baja frecuencia en la imagen, posiblemente debido a su masa o a la uniformidad en su distribu-
cion. Las lineas cruzadas brillantes podrian ser indicativas de estructuras o patrones que se repiten
en la imagen, lo cual es una caracteristica notable que podria estar relacionada con la forma en que

las cianobacterias se agrupan o distribuyen en la superficie del agua.
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Figura 3.18: Comparativa de TF2D sobre imagenes con cianobacterias.

Por tltimo se realiza un andlisis de componentes principales. Tras un andlisis detallado de los
resultados de esta herramienta (véase Fig. 3.19), se llega a la conclusién de que no revela mucha
informacién sobre la presencia de cianobacterias, ya que simplemente muestra las direcciones
de maxima varianza, que pueden o no estar relacionadas con las cianobacterias y ademds, no
tiene en cuenta la informacion espacial entre los pixeles, lo cual es puede ser crucial, ya que las

cianobacterias pueden formar patrones o estructuras que requieren anélisis espacial.
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Figura 3.19: Comparativa de PCA sobre imagenes con cianobacterias.

3.2.2. Ensayo 2. Estudio HSV

Tras unos resultados no muy concluyentes en el Ensayo 1, se decide analizar los canales saturacion
y hue (tono o matiz), debido al aspecto verde intenso de la cianobacteria. Como se observa en la

Fig. 3.20, estos resultados ya muestran mds similitud entre diferentes imdgenes con cianobacteria.
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Figura 3.20: Comparativa histogramas HSV sobre imdgenes con cianobacterias.

En el canal de saturacién apreciamos una distribucion semejante para distintas imdgenes. Aun asi,
los niveles de saturacion son bastante bajos a lo esperado. Esto puede ser debido a las condiciones
ambientales y de iluminacion bajo las que se tomaron la fotografia. Ante esto, se buscan en el data-

set imagenes donde a primera vista se observe una saturacion alta en las zonas con cianobacterias.
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Figura 3.21: Mala segmentacion del modelo.
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Enla Fig. 3.21, se muestra los resultados a la hora de segmentar las imagenes donde se aprecia una
alta saturacion de las zonas de agua contaminadas. Se observa que sobre las imdgenes no realiza

una buena segmentacion, por lo que esta via de estudio queda descartada.

3.2.3. Ensayo 3. Estudio agua-cianobacteria

Se realizaa un anélisis cuantitativo de los histogramas y se comparan con imagenes control de agua
sin cianobacterias. Se tiene en cuenta que se deben seleccionar imdgenes de un mismo lago y en
las mismas condiciones de luz y exposicion al ser tomada la fotografia. Para ilustrar el proceso y

resultado de este estudio se selecciona la imagen de la Fig. 3.22.

Figura 3.22: Imagen con partes de cianobacteria y agua bien diferenciadas.

Sobre la imagen anterior se aplica el algoritmo mostrado en el pseudocddigo 3.5, para iterar dos
veces los histogramas, uno sobre cada méscara (agua y cianobacteria) y presentar los histogramas
de cada canal RGB por separado. Al hacer las diferencias entre ambas, se considera que se ha
sustraido la componente sistemdtica relativa al cuerpo de agua bajo estudio. Los resultados se

muestran en la Fig. 3.23.
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Figura 3.23: Comparativa histogramas RGB imagen segmentada agua y cianobacterias y su dife-
rencia.

Bajo esta premisa se seleccionan varias imdgenes del mismo cuerpo de agua en la que el modelo
realice una buena segmentacion de las clases agua y cianobacterias. Se decide graficar la moda de
cada canal de los histogramas ’diferencia’, por ser el valor de més frecuencia, es decir, estamos
representando los picos mds altos de los histogramas, y tras haber eliminado los outliers con un

filtro 30, se observa una mejor dispersion de los valores (véase Fig. 3.24).
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Figura 3.24: Gréfica de la moda para cada canal RGB.
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De la grafica anterior se deben resaltar varios aspectos. El primero de ellos es que se cumple la
hipétesis formulada en 2.2: ”La presencia de cianobacterias en cuerpos de agua afecta significati-
vamente la distribucion e intensidad de los pixeles en los canales verde y azul del espectro RGB,
y del canal saturacion del espectro HSV de las imédgenes acudticas”. Esta hipdtesis se basaba en
la presencia de ficocianina, un pigmento caracteristico de las cianobacterias. Se obtiene como se
esperaba valores altos en el canal verde y bajos en el canal azul, por lo que se infiere que absorbe
mds en el rango azul del espectro. A primera vista resultaria llamativo los valores altos en el canal
rojo, por lo que se concluye que este pigmento refleja el color rojo. Tras una revision al libro de
referencia [35], se corrobora que este pigmento, dependiendo de su concentracion, es capaz de re-
flejar luz en longitudes de onda proximas a 700 nm. En la tabla 3.4 se muestran los valores medios

obtenidos de este andlisis y sus desviaciones estandar.

Canal Rojo Canal Verde Canal Azul

Media Desv. estandar | Media Desv. estandar | Media Desv. estandar
N° pixeles | 736.375 | + 171.63 677.875 | £ 106.163 722.125 | £ 32.335
Intensidad | 0.585 + 0.021 0.578 + 0.023 0.445 + 0.033

Cuadro 3.4: Valores medios y desviaciones.
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4. Conclusiones

El presente estudio ha subrayado la crucial importancia de monitorizar y concienciar acerca de la
proliferacion de cianobacterias, un fenémeno que reviste de gran interés no solo desde el punto
de vista ecoldgico sino también de salud publica. Para ello el foco de este trabajo ha sido el desa-
rrollo de herramientas para una deteccion temprana de las colonias de cianobacterias en cuerpos

acudticos sobre imagenes previamente segmentadas por modelos de segmentacion.

Los resultados obtenidos corroboran la hipdtesis inicial: la ficocianina, un pigmento presente en
las cianobacterias, refleja con mayor intensidad en los canales verde y rojo, lo que se traduce en
valores altos en los histogramas correspondientes. Contrariamente, absorbe la luz azul, resultando
en valores menores en el canal azul. Esta caracteristica espectral distinta hace que el andlisis de los
canales RGB sea una herramienta valiosa para la deteccion de cianobacterias, siempre y cuando
se realice una adecuada sustraccion de los valores correspondientes al agua predominante en el

entorno especifico de estudio.

Por otro lado, se ha determinado que el andlisis de componentes principales (PCA) no es tan efi-
caz para la identificacion de cianobacterias. Esto se debe a que el PCA se centra en identificar las
direcciones de maxima varianza sin considerar la discriminacién especifica de colores necesaria
para identificar estos organismos. Ademads, el espectro de magnitud revel6 una preponderancia de
bajas frecuencias en la imagen, sugiriendo una masa o distribucién uniforme de las cianobacte-
rias, mientras que las lineas cruzadas brillantes podrian ser indicativas de estructuras o patrones

repetitivos en la imagen.

Otro factor critico que surgi6 del estudio es que la saturacion de la imagen puede variar significa-
tivamente dependiendo de la calidad de la imagen y las condiciones ambientales bajo las cuales se
tomo la fotografia, lo que afecta la precision en la identificacion de las cianobacterias. Ademas du-
rante esta via de ensayo se evidencio algunos errores de segmentacion notorios en ciertas muestras

de imégenes.

Para trabajos futuros, se propone explorar el uso de cdmaras hiperespectrales. Las imagenes hi-
perespectrales se caracterizan por capturar informacion a lo largo de cientos de bandas espectrales
para cada pixel de la imagen. A diferencia de las imagenes RGB tradicionales, que solo capturan
tres canales (RGB), las imdgenes hiperespectrales ofrecen una representacion mucho mas detalla-
da y precisa del espectro electromagnético. Este tipo de imdgenes permite identificar y diferenciar
materiales y elementos con una precision mucho mayor, lo cual es crucial para la deteccioén de
cianobacterias, dadas sus propiedades espectrales. Sin embargo, el procesamiento de este tipo de
imagenes serd mas complejo debido a la gran cantidad de datos y la necesidad de algoritmos espe-

cializados para analizar eficientemente la informacion espectral.
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Ademads se considera conveniente continuar con el desarrollo y entrenamiento de modelos de seg-
mentacién semdntica para mejorar la deteccion y el andlisis de cianobacterias, asi como tratar de
segmentar las zonas que contengan reflejos, por ser una fuente de ruido en las imédgenes.. Esto
implica no solo la mejora de los modelos usados en este estudio, U-Net++ o DeepLabV3+, sino
también la exploracion de nuevas arquitecturas y técnicas de aprendizaje profundo, como se ha

comenzado a investigar en [17] y [16].

Estas lineas de investigacion no solo contribuirdn al campo del anélisis de imdgenes en contextos
ecoldgicos y ambientales, sino que también proporcionardn informacién valiosa para la toma de
decisiones en la gestion y preservacion de ecosistemas acudticos. La integracion de estas tecno-
logias avanzadas con estudios bioldgicos y ecoldgicos permitird una comprension mas profunda y

una respuesta mds efectiva ante fendmenos como la proliferacion de cianobacterias.
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