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TECNICAS PARA EL ESTUDIO DE MODELOS DE
REGRESION. METODO DE MINIMOS CUADRADOS
PONDERADOS.

RESUMEN:

El método de Minimos Cuadrados Ponderados es un procedimiento estadistico que
permite adaptar el método de Minimos Cuadrados Ordinarios en condiciones de
heterocedasticidad de los datos. A partir de un modelo de regresién lineal simple se
transformaran las variables para obtener un modelo de regresién homoceddstico donde
se minimizara la varianza residual con la introduccién de pesos que permitiran que los
estimadores resulten insesgados y eficientes. Para detectar la heterocedasticidad se
implementaran diferentes tests de hipodtesis especificos para el andlisis de la
homocedasticidad. El software empleado en el presente trabajo serd: Excel, RStudio,

SPSS y GRETL.

ABSTRACT:

The Weighted Least squares method is a statistical procedure that allows adapting the
Ordinary Least Squares method under conditions of heteroscedasticity of the data.
Starting from a simple linear regression model, variables will be transformed to obtain a
homoscedastic regression model where the residual variance will be minimized with the
introduction of weights that will enable the estimators to be unbiased and efficient. To
detect heteroscedasticity, several hypothesis tests for homoscedasticity analysis will be

performed. The software used in this work will be: Excel, RStudio, SPSS and GRETL.
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Capitulo 1. Introduccion

La aplicacién de las habilidades adquiridas en la asignatura “Modelos de Regresion” del
Madster constituye la motivacion fundamental del presente trabajo. Aunque el curriculo
del MUTAD solo contempla el Método de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), se
considera de sumo interés como ampliacién de la formacion en este dmbito, el método
destacado en el titulo de este trabajo, lo que constituye en si la justificacién fundamental

de este TFM.

El modelo de inferencia sobre regresion estudiado mediante la aplicacion de MCO exige
la hipétesis de homocedasticidad de los errores, es decir, que la varianza de las
perturbaciones permanezca constante con independencia del valor que tome el
regresor. Si se suprime esta hipdtesis, no se altera la centralidad de los coeficientes de
regresion de MCO, pero si cambian las varianzas y dejan de ser constantes para cada
observacion. En ese caso se presenta la heterocedasticidad ocasionando que los
estimadores del modelo de regresion con MCO, aunque insesgados, dejen de ser

eficientes y los contrastes de validacion del modelo no aplicables bajo esta anomalia.

En general, la heterocedasticidad no es posible detectarla directamente por lo que se
recurre como primera aproximacién a la representacién grafica de los residuos, y de
forma analitica, a la inferencia estadistica. Partiendo de la estimacion de las varianzas, o
del valor conocido de éstas para cada observacion, el método que permite transformar
las variables para conseguir un modelo de regresién homocedastico es el de Minimos
Cuadrados Ponderados (MCP). Este método logra corregir el método de MCO bajo
heterocedasticidad, mediante la minimizacion de la varianza residual con la introduccién
de pesos que introducen una ponderacién de las observaciones permitiendo que los

estimadores resulten insesgados y eficientes.



Capitulo 1. Introduccion

Finalmente, este trabajo se ha basado en el modelo de regresion lineal simple con la
implementacion de técnicas estadisticas para la deteccidn, contraste y validaciéon de la
heterocedasticidad con forma lineal o no lineal. Es por ello que el enfoque del TFM se
ha orientado particularmente al estudio de los fundamentos que a una recopilacién

exhaustiva de métodos estadisticos basados en diferentes variantes del método MCP.

1.1. Objetivos

El objetivo de este Trabajo Final de Master es, primeramente enunciar el método de
minimos cuadrados ordinarios para la obtencidon del modelo de regresién lineal simple
en presencia de homocedasticidad y mostrar los contrastes de hipdtesis para inferencia
estadistica basicos aplicables bajo esta hipdtesis. A continuacién, dar a conocer el
problema de la heterocedasticidad, revisar el método de MCO bajo esta hipdtesis y

explicar métodos estadisticos de contraste que detecten la presencia de este fendmeno.

Seguidamente, comprobar que el método de minimos cuadrados ordinarios del modelo
de regresion lineal deja de ser eficiente en presencia de heterocedasticidad, para lo cual
se demostrara que el método de minimos cuadrados ponderados corrige el método de
MCO comprobando ademds que la varianza de los estimadores bajo el método de MCP

es menor que en el primer caso, para lo cual se acompafiardn ejemplos concretos.

Finalmente, a partir de datos reales de una aeronave de la Armada, realizar andlisis de

los mismos como aplicacién directa de la metodologia empleada en el presente TFM

1.2. Estructura

El contenido del trabajo se estructura conforme se detalla a continuacién:

El primer capitulo, es el elemento iniciador donde se introduce la motivacion de la
tematica abordada, seguida de unos objetivos directos, junto a una sucinta
estructuracién del contenido finalizando con la metodologia empleada en la confeccion

del trabajo.

A lo largo del segundo capitulo, se introduce la regresién lineal simple, mediante la
explicacion del método de minimos cuadrados ordinarios, aplicado al modelo teérico y

las inferencias aplicables bajo la hipdtesis de homocedasticidad. A partir de aqui, se
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aborda el problema de la heterocedasticidad, las causas, consecuencias y deteccién

grafica del fendmeno ademas de las herramientas estadisticas de inferencia aplicables.

En el tercer capitulo, se analizan las propiedades de los estimadores de MCO bajo la
hipdtesis de heterocedasticidad, y se introduce el método de MCP bajo este supuesto.
Ademas, se aportan ejemplos comparativos en presencia heterocedastica de ambos
métodos, asi como de varianza conocida y estimada, culminando con la aplicacién

directa del método MCP en el modelo de regresion logistica.

El cuarto capitulo representa un ejercicio practico de aplicacién directa del método de
MCP, en base a datos reales de consumo de combustible y horas de vuelo recopilados
durante 11 afos de operacién de la Novena Escuadrilla de aeronaves de la Armada, que
ilustra mediante tablas y resultados computados con diverso software, Excel, SPSS, Ry

GRETL, lo expuesto en los capitulos precedentes.

El quinto capitulo sintetiza las conclusiones obtenidas tras el estudio realizado en el
capitulo anterior, donde se resefan posibles lineas futuras de desarrollo y apertura de

nuevos contenidos asociados a la tematica del TFM.

En dltimo lugar, en los apéndices A y B, se disponen los datos de partida, los procesos
utilizados para la obtencién de los resultados de MCO, MCP y contrastes de hipdtesis en

condiciones de heterocedasticidad.

1.3. Metodologia

La metodologia utilizada para la elaboracidon de este trabajo consta de tres partes

diferenciadas:

La primera, centrada en el capitulo 2, donde a partir de la teoria introductoria del
método de minimos cuadrados ordinarios y la inferencia asociada con la hipédtesis de
homocedasticidad, se da paso a la situacidn heterocedastica, sus causas y deteccidn
preliminar en el modelo de regresién junto con los contrastes aplicables en dicha
situacion. Seguidamente, en el capitulo 3 se incorpora el método de minimos cuadrados
ponderados a partir de la heterocedasticidad como correccion al método de MCO,
donde entre otros, se compara la eficiencia e insesgadez de los estimadores obtenidos

mediante ambos métodos.
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La segunda, localizada en el capitulo 4 en un ejercicio practico de aplicacidn, disefiada a
partir de datos reales de consumo de combustible y tiempo de vuelo de un tipo de
aeronave de la Armada, donde se han implementado las técnicas de modelos de
regresion antedichas, la resolucién numérica comparativa con los paquetes software
Excel,SPSS,R y GRETL, para concluir con una validacién del modelo de regresion en

situacion heterocedastica.

La ultima parte, capitulo 5, se focaliza en la discusion de los resultados obtenidos tras el
ejercicio practico y las conclusiones derivadas del mismo junto con la apertura de

posibles lineas futuras.
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La regresion lineal simple estriba en hallar la forma de relacionar estadisticamente dos
variables, una independiente X (explicativa, endégena o regresora) y otra Y (explicada,
exdgena o respuesta) dependiente de la anterior. El modelo teérico que fundamenta
dicha relacidn sera capaz de establecer una funcidén que mas se aproxime, bajo cierto
criterio métrico, a los datos de partida, que describa su tendencia y estime valores
intermedios con cierta precision (Baenas 2022). Esta relacidon® queda supeditada a la
aleatoriedad de la variable X que controlara el comportamiento del modelo dado, Uriel

(2019). A priori, la relacién funcional mas sencilla es la lineal.

Resefiar que la regresiéon multiple no se aborda en este trabajo por falta de tiempo,

aungue se introduzca, en capitulos posteriores, por razones didacticas.

2.1. El método de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)

Partiendo de una muestra de n pares de observaciones finitas
(%1,v1), (X2,¥2), -, (Xxn, ), 0 nube de puntos, procedentes de una variable aleatoria
bidimensional (x, y), el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) establece que
los pares de datos pueden ser ajustados a una funcidn de tal manera que los errores
(suma de las desviaciones entre los datos y el valor tedrico) pueden ser minimizados. Es
decir, considerando el modelo tedrico a partir de la funcién f(x; a;) se ha de

determinar el conjunto de parametros «; (G=1,2,...,p) que minimiza la suma

! Las relaciones pueden ser clasificadas como deterministas o estocdsticas. La relacién entre X e
Ycaracterizada por y=f(x) es determinista si a cada valor de X le corresponde solo un valor de
Y. Asimismo, dicha relacidn es estocdstica si dado para cada valor de Xexiste una distribucion

de probabilidad de valores de ¥, Kmenta (1986).
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cuadrdatica de las desviaciones (o desviacién cuadratica) entre los valores observados y;
con el correspondiente valor tedrico f(x; a;). En resumen, se trata de minimizar el
estadistico varianza residual (V,.) o error cuadrdtico medio (e?),

1

n

i=1

V (“j) = _Z[Yi — f(x; aj)]z- (2.1)

El ajuste 6ptimo de los datos, precisara de la definicion de estadisticos diferentes a la de
V.. para poder decidir sobre el grado de ajuste, ademas de que se pueda realizar
inferencia estadistica, con la que posteriormente comprobar la bondad del ajuste del

modelo tedrico a las observaciones propuestas.

Para hacer minima la funcién V; (@) hay que establecer la siguiente condicion

necesaria® para funciones diferenciables,

oV, oV, oV,
T =0, —L =0;..,— =0. (2.2)
da, da,

)

day

Resolviendo el sistema de p ecuaciones (2.2) se obtienen los pardmetros estimados, @;
(G =1,2,..,p) o estimador muestral, para los que la varianza residual es extrema.

Finalmente, la funcién definida por y = f(x; @;) se denomina curva de regresion.

2.1.1. El modelo de regresion lineal simple

El modelo tedrico es unarecta, de pendiente a; e intercepto eny u ordenada en el origen

a,, tal que

flx agay) = ag + ayx. (2.3)
Sustituyendo el resultado de (2.3) en (2.1) queda esta ultima expresién como sigue,

n

1
v, (@o,@2) = = > [y = (@ + )] 2.4)

i=1
Los estimadores &,, @; de a,, a; respectivamente, se obtienen aplicando a la ec. (2.4)

las ecuaciones de (2.2) resultando,

2 La condicién suficiente de minimo se asegura con el estudio del caracter de la matriz hessiana

asociada, que se omite por brevedad.
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av;

=0;
da,
i

yi — (ap + a1x;)] = 0,
(2.5)

da, =0; i — (g + a1x; )] x; = 0.

n
2!
]
n
4
S
i=1
Las ecuaciones resultante forman un sistema compatible determinado, cuando la matriz
del sistema es regular (Var(x) > 0), de dos ecuaciones con dos incognitas

denominadas ecuaciones normales o condiciones de primer orden de minimos

cuadrados conforme se indica en Uriel (2019),

n n
na0+alzxi :Zyi,

i=1 i=1
(2.6)
n n n
2 _
aOin+alzxi _inyi'
i=1 i=1 i=1
Resolviendo analiticamente el sistema lineal anterior se obtiene que,
n 2 n n n
4. = 2=t Xi Nim1 Vi — D=1 Xi Di=1 XY
0~ n 2 n 2 ’
(2.7)
n n n
f. = N Yic1 XiYVi — D=1 Xi Di=1 Vi

1 n 2 n 2
Finalmente, las estimaciones de y en funcién de la variable regresora proporcionan la

recta de regresion,

~

Vi = &0 + al.Xi. (28)

La interpretacidon de cada valor calculado desde la recta de regresién y; tiene dos
vertientes, una de estimacion de la media de Y para cada valor de X, y otra de prediccion
del valor de Y que se debiera obtener en una observacion futura para ese nivel de X. El
signo de @; determina si Xe Y estdn relacionados directa o inversamente (pendiente

positiva o negativa).

En este contexto, el error entre el modelo tedrico y los datos ofrece dos partes

diferenciadas (llustracién 1),
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1) Error aleatorio, dado por la diferencia entre el modelo tedrico y los datos ( parte

aleatoria o no “explicada” de la variable),

e, = ¥ — f(xi ) (2.9)

2) Error residual, definido por la diferencia entre los datos y la prediccidon tedrica,

dad por los estimadores muestrales,

é&=yi— ¥ (2.10)
i % )
€; = due to residual
(Y;-Y) = total 1
|
| ‘?()l',' -Y) = due to regression
|
- I
} =
|
|
|
|
I
|
|
|
| %
0 X

llustracion 1. Error aleatorio y error residual de un valor x; en una ecuacion de regresion. Fuente: Gujarati (2004)

Partiendo de dichos errores, una medida cuantitativa preliminar de la bondad del ajuste
se deriva a partir de la descomposicion de la varianza de los datos. La varianza total de
Y se descompone en dos componentes, una suma cuadratica debida al modelo ajustado

y otra debida a la suma cuadratica de errores aleatorios en los datos:

Zn:(}’i —-y)? ZZH:(}AG -y)? +zn:()’i - 9% (2.11)
i=1 =1 i1

esto es, podemos descomponer la varianza muestral en dos componentes, la explicada

por la regresion lineal, y la no explicada o residual (sumandos primero y segundo de
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2.11, respectivamente). Esto permite el uso de una técnica de inferencia convencional

de analisis de varianza (ANOVA).

Asimismo, considerando de las ecuaciones de regresion (2.5) que,

n n
Zel O,Z e x; = (2.12)

i=1 i=1

y a partir de la siguiente expresion,

n n 1 n
z Z ot aix;+e)=ay+ax EZ (2.13)
i=1 i=1

i=1
se llega finalmente a la ecuacion de regresion que viene dada por los promedios de y, y

3|,_,
=|+—x

X respectivamente

Dado que la varianza muestral (6%) de la variable x se obtiene a partir de la expresién

(xl — %)% =x2%— (2.15)

y la covarianza muestral (ay,,) de x e y viene dada por,

n
1 _ N o
Oxy = ;Z(xi — )i —y) =Xy - %y, (2.16)

despejando @; de (2.14) se reformulan los pardmetros de regresiéon en funcion de las
expresiones de las ec. (2.15) y (2.16) para llegar, finalmente, a la recta de regresién en

funcién de los promedios muestrales:

= - (2.17)

y - =""Y(x %),

concluyendo que esta ecuacién simplifica la expresion formal de la recta de regresién.
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2.1.2. El coeficiente de correlacion lineal

A partir de la recta de regresion lineal obtenida mediante MCO en el apartado anterior,
se establece el coeficiente de determinacion 2, a través de la proporcién entre las
varianzas residuales de la recta de regresion y la de la varianza de la variable explicada

Y de tal manera que

(i =92

n 502
p2=1— n__ g 2=0im V)", g (2.18)
Ly —y)? Y —y)? [0.1]
n

Este pardmetro constituye una medida de la bondad de ajuste debido a que:

1. Representa el porcentaje de varianza residual que puede ser explicado por el
modelo
2. Sif? =0, no puede establecerse una relacién lineal entre las variables

3. Si#2 =1, se establece un ajuste completo entre los datos y la recta de regresién

Por conveniencia se puede expresar la varianza residual de la recta de regresién como

V(@ @) = G3(1 —72). (2.19)

El coeficiente de determinacion lineal, 72, se obtiene elevando al cuadrado el coeficiente
de correlacion lineal de Pearson, t, definido este como el grado de asociacién o
independencia entre las dos variables X e Y como sigue

Oxy Xy —xy

F = = ;T e[-1,1
"T%06, — — rel=1 (2.20)

Algunas de las propiedades de 7, se resefian a continuacion (ver ilustracion 2):

1. Dado que #? < 1, entonces se tieneque —1 < 7 < 1

2. Si+ = +1 la varianza residual Vr es nula, con lo que la recta de regresion se
ajusta completamente a los datos.

3. Sit=1 (6xy > 0) la pendiente de la recta es creciente (+)

4. Sit=-1 (6xy < O) la pendiente de la recta es decreciente (—)

5. Sit=0 (6xy = 0) la recta de regresion es y = y (independiente de x)

10
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Correlation = -1 Correlation = -0.75 Correlation = -0.5
3 3
2 %} 2 o0 21 ¢ o}
@ C
1 G 1 1
> 0 % > 0 > 0 Q
@,
-1 G, -1 -1
@
2 5}?}0 2 ) o 2 3 C
Y0
-3 -3 -3
-2 1] 2 -2 0 2 -2 0 2
X X X
Correlation = 0 Correlation = 0.25
3 3 3
O
2 2 O 2 - O
o [e) O o] 8] o O L
1 1 @0 1 O ¢
o ()] O 00~
o S Py Ie. -—),.1 =P
> 0 > 0 c S5 O > 0 et - Y
X 5, 607 %
o “ - % .
2 2 0O o 2 o]
-3 -3 -3
-2 1] 2 -2 0 2 -2 0 2
X X X
Correlation = 0.5 Correlation = 0.75 Correlation = 1
3 3 3
e
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2 a 2 [e] 2
1 6 o Bg © 1 o P 5 1 *\ép
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@ B (& A Iy
>0 Paye 3] ?-; AOSC o >0 = ;,f’aﬂf% > 0
oc? @ O 0n®. o
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O O
-3 -3 -3
-2 0 2 -2 0 2 -2 ] 2
X

llustracidn 2. Patrones de correlacién en funcidn del valor de #.Fuente: (www.statlect.com, s. f.)

Finalizando este apartado se introducen definiciones que seran utilizadas en apartados
posteriores. Formalizando definiciones previas, a partir de la ec. (2.19) se descompone
la varianza de la variable y en dos términos diferenciados, atendiendo a la realizada en

(2.11)
67 = 65(1—12%) + 7267, (2.21)

donde al término fzﬁf se le denomina varianza explicada (debida a la regresién lineal),
y al término de la varianza residual 63%(1 — 72) se le denomina varianza no explicada (o
residual). Obviamente, la varianza total de la variable y es la suma de dichas varianzas.
A modo de resumen, lo anterior se simplifica mediante la suma de cuadrados con la

expresion SST = SSEX + SSNEX, cuyo desglose queda asi:

11
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Suma total de cuadrados SST = Y7, (y; — ¥ )? =néy

Suma de cuadrados explicada SSEX = Y1, (9; — ¥ )? = na262, (2.22)

n 52

Suma de cuadrados no explicada SSNEX = Y, (y; — 9.)% = Y-, é7.

2.2. Inferencias estadisticas sobre un parametro poblacional

La estimacion muestral realizada de los pardmetros poblacionales para la obtencién de
la recta de regresidon y del coeficiente de correlacidn lineal, precisa de un contraste

mediante técnicas de inferencia estadistica.

Para ello, se recurre al modelo de regresién lineal simple dado por,

yi=agtax;t+e =f(x)+e,i=12,..,nn>2), (2.23)

siendo y; variables aleatorias incorrelacionadas®;, x; variables no aleatorias o
controladas; g y a;, parametros poblacionales estimados mediante MCO; vy e;

variables aleatorias incorrelacionadas.

Conocer el valor esperado y la varianza de los estimadores de MCO permite describir la
precision de los estimadores de MCO. No obstante, para realizar una inferencia
estadistica se requiere conocer la distribucién muestral conforme a los supuestos de
Gauss-Markov conforme indica Wooldridge (2010)%, suponiendo que cada variable y;
sigue una distribucién normal de media f(x;) = a¢ + a,x;, y desviacion tipica o;. Es

decir, la funcion de densidad de cada variable observable es,

_Fxp-y1?
e 20 (2.24)
o;V2m

fO/x) =

3 Estadisticamente independientes.

4 El Teorema de Gauss Markov justifica el uso del método de MCO mostrando que sus
estimadores son insesgados y suponiendo la distribucion normal de su variable aleatoria

observable y;.

12
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lo que se denota como Yy; se distribuye con una N(f (x;), ;)

y‘—f(‘) — _‘NN(O,l)’i =1,2,..,n. (2.25)
O; O;

En la ilustracion 3, se muestra graficamente que la variable explicada se distribuye
normalmente con media f(x;) y varianza ¢7. La funcién de probabilidad de y
condicionada a x se representa mediante f(y/x) y la esperanza matemdtica de y,
E(y) = ay + a;x, es el valor medio poblacional de la variable, cuya estimacion se

realiza mediante la recta de regresion.

En base a la hipdtesis de homocedasticidad (ya que con caracter general se desconoce,
a priori, si es una propiedad de la variable aleatoria) se simplifica el modelo de regresién
lineal, suponiendo que la varianza del error, Var(e;), es la misma para cada observacién

de la variable, con lo que para una poblacién dada, o; = 0 = constante.

fylx)

" distribuciones normales

llustracidn 3. Distribucion normal homocedastica con la variable explicativa x. Fuente: Wooldridge (2010)

13
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En resumen, asumiendo que las variables x e y se observan sin abordar error de medida®
alguno, se muestran las condiciones en las que el modelo de regresion lineal (2.23) es
aplicable:

a) yi=ay+ax;+e,i=1,2,..,n,(n>2)

b) Media del error e;,E(e;) =0

c) Homocedasticidad,Var(e;) = E(e?) = o2

d) Error aleatorio incorrelado, Cov(e;, x;) = 0,y Cov(e; ej) = 0

e) Variabilidad de los valores de la variable independiente, x,Var(x) > 0

f) Distribucion del modelo para inferencia, %~N(O,1).

2.2.1. Contraste de la regresion lineal simple

Estableciendo de forma breve las bases del contraste de hipdtesis asociado al analisis
de varianzas en la regresion simple, la suma del cuadrado de las normales tipificadas
(2.25) sigue una distribucién y2_,,°

Cé?  SSNEX
Z =7 Xz (2.26)

Q

i=1
Por otro lado, asumiendo la hipdtesis de que y;~N (i, o), se distribuye respecto a u =

cte, x e y no estan relacionadas, se establece para la varianza muestral, la siguiente

relacién en base al Teorema de Fisher’ resefiado en Nortes (1993),

5 En el modelo de regresién se asume que tanto la variable dependiente como las regresoras se
miden sin errores inherentes al proceso de obtencién de los valores muestrales de la variable
(p.€j. calculo de incertidumbres). Aunque en la practica esto no ocurre, en general, se puede

ampliar esta aspecto en Gujarati (2004) o John O. Rawlings et al. (1998).

6 Los n — 2 grados de libertad, son debidos a las dos ecuaciones (2.12) que se precisan para

obtener la recta de regresion lineal.

7 El Teorema de Fisher establece que para una variable aleatoria X~N (u, o), se pueden obtener
muestras aleatorias simples de tamafio n tal que se verifica que X y s2 (cuasivarianza muestral),

(n—1)s? 2

son independientes de tal manera que, Xx~N (u, \/_) — ~Xn-1-

14
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néy _SST _ (n—1)s?

2
o2 o2 o2 ~Xn-1- (2.27)

Por tanto, considerando la hipdtesis nula Hy que x e y no se encuentran relacionadas
linealmente, se puede expresar la suma de cuadrados explicada SSEX a partir de
SSNEX (depende del modelo de regresién) y SST (no depende del modelo de regresion)

ya definidos:

SSEX _SST SSNEX

— — — ~X3 (2.28)

A partir de lo establecido en (2.26) y (2.28) y recordando que SSNEX y SSEX son
independientes se deduce el estadistico F de Snedecor-Fisher Nortes (1993)%, resultando

que
5 1SSEX SSEX
Xt 1 g2 e N (2.29)
F= x:_, _1 SSNEX (n=2) ssnEx ~Fin-z
n—2 g2

En consecuencia, considerando lo antedicho y dado un nivel de significacién a se puede

establecer el contraste de hipodtesis (unilateral) siguiente:

Hy: x,y no estan relacionadas linealmente

Hy:x,y estan relacionadas linealmente
(2.30)
e SeaceptaHysiF < Fj,_ 34

e SerechazaHysiF = Fi 5.4,

siendo F;,_,., el punto critico de la distribucion para los grados de libertad y
significacion dados.
2.2.2. Contraste para el coeficiente de correlacién lineal

Expresando el estadistico de F en términos del coeficiente de determinacién #2 a partir

de (2.19) y (2.29) se obtiene despejando #2 que,

8 La distribucion de Snedecor-Fisher (F, ) de (m, n) grados de libertad se expresa mediante el

. 1 1
cociente i, = (2 51, x7)/C Xy 1)

15
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SSEX _ 72 (2.31)

Partiendo en esta ocasion de un contraste de hipdtesis bilateral se pude relacionar F
con el estadistico t, considerando® t? = F, que se distribuye conforme a una
t de Student a partir de (2.31) como sigue,

=VF= |(n-2) SSNEX | |1=72 “tn-2:

=

Por tanto, el contraste de hipdtesis, con un coeficiente de significacién a, para el

coeficiente de correlacion lineal se puede plantear como
Hy:r =20
Hl:T' * O
(2.33)
e Seacepta Hysi[t]| <t 35072

e Serechaza Hy si|t| = t pn_3,4/2,

siendo t,_3,4/2, €l punto critico de la distribucion para los grados de libertad y

significacion dados.

2.2.3. Contraste para el coeficiente de regresion lineal

Para poder realizar la inferencia del coeficiente de regresidn lineal, se precisa obtener
la distribucidn asociada al muestreo de los estimadores de pendiente e intercepto.
Comenzando con el estimador de la pendiente, &, a partir de (2.17) se obtiene

1 _ _ 1 _ 1 o
&xy _ EZ?=1(‘X1' - x)(yl - J’) _ H izl(xi - X)yl _HZ?zl(xi — .X')y
67 62 62

. (2.34)
_ ﬁ2?=1(xi — X)Y;

G

Considerando que el estimador @; sigue una distribucién normal, conforme al teorema

de adicién de distribuciones normales, por ser combinacion lineal de las variables

° Se demuestra que la relacion es idéntica entre las distribuciones F;,, = t,zl.
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independientes normales Kmenta (1986) y; = ao + a;x; +e;, se determina la
esperanza y la varianza del coeficiente de regresidén suponiendo la homocedasticidad
de la variable aleatoria, esto es, que la varianza del error permanece constante,

Var(e;) = 67 = 0%. Ademas se demuestra que &, es insesgado,

E(@) =F <0—> =3 Z(xl ~DEG) = o Z(xl - (@ + @)

P

n&,% Z(xl X)+ 52 Z(xl —X)x; = a1 52 = a,,
(2.35)

Var(a,) = Z [(xl )] Var(y;) =

2

n
1 z (x; — %)° Var(e;)) o c
62 ~ n né ~ nét Yr,x’?’

2

siendo x";=(x; — X).

De forma similar se demuestra que el estimador del intercepto, &, también es

insesgado a partir de las ecuaciones (2.17) y (2.35)

E(ay) = ay
Var(@s) — o2 /%2 1 (2.36)
ar(@,) = n\32

Como consecuencia de que los estimadores @, y &@;, son combinaciones lineales de
variables independientes normales, se puede escribir que
~ o? (% o?
aop~N [a0,7 (a_,% + 1)] y @&, ~N (al’na,% ) (2.37)
Dado que la varianza poblacional 2, en general, desconocida, mediante (2.26) y (2.27),
bajo la hipdtesis de homocedasticidad, la cuasivarianza muestral, s2, es un estimador
insesgado, obtenido a partir de la varianza residual V,.(@,, @;)
n
é? SSNEX (n-—2)s? , SSNEX
—_—— ] - S —_— —

Li0? o2 02 n—2"
=1

(2.38)
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En consecuencia, en esta ocasion se plantea el estadistico t de Student con n — 2
grados de libertad, cuyo célculo se determina a partir de (2.22, 2.35y 2.38) aplicando la
hipotesis de Hy: «; = 0 quedando como,

), — o @y ay

~tn—2'

\/Var(&l) §2 &2  SSNEX (2.39)

néZ |(n—2) SSEX

Finalmente, el contraste de hipdtesis, con un coeficiente de significacion a para el

coeficiente de regresion lineal se expresa como,

Ho:al =0

Hl: aq * 0
(2.40)
e Seacepta Hysi[t]| <t 35072

e Serechaza Hysi|t| =t pn_3,4/2,

siendo t,_5,4/2, €l punto critico de la distribucion para los grados de libertad y

significacion dados.

2.3. Heterocedasticidad

En el apartado anterior se asumia el modelo de regresién homocedastico en donde la

varianza de e; permanecia constante, es decir
Var(e;) = o2,
E(ei) =0 ) (241)
2y _ 2
E(ef) =o0°.
Esta situacién, a modo de ejemplo, se utiliza en modelos relacionados con observaciones
de conjuntos temporales, donde los valores de la variable explicativa son de un orden
de magnitud similar en todos los puntos de observacidn, al igual que para los valores de
la variable dependiente Kmenta (1986). Asi por ejemplo, en una funcién de consumo el
nivel de consumo en los Ultimos afios es de un orden de magnitud similar que el de hace

20 afios, y lo mismo se verifica para los ingresos. A no ser que existan algunas

circunstancias especiales o el periodo de tiempo considerado sea excesivo, el supuesto

18
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de homocedasticidad en modelos de conjuntos, a priori, se podria considerar razonable

siempre y cuando se disponga de informacién adecuada que lo avale.

En el caso en que la varianza de los errores deja de ser constante, Var(e;) # o2, en las
distintas observaciones que integran la muestra, se dice que el término de error
presenta heterocedasticidad. La deteccidn de este fendmeno estd supeditada al tamafio
muestral, por lo que la estimacién de o7 pudiera no considerarse aceptable si el nimero

de valores de los que se dispone es reducido.

En general, la condicién heterocedastica de la perturbacién de la regresién se

caracteriza por
Var(e;) = of,
E(e;) =0, (2.42)
E(ef) = of.

Como se verd, en el modelo de regresion lineal esta situacién provocara que aunque los
estimadores de MCO permanezcan insesgados dejaran de ser eficientes, en el sentido

de que no son de varianza minima, Baenas (2022).
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Density

Homoscedastic disturbances.

Density

Savings .

Incoy
nEDﬂJE —-— Jl’
Heteroscedastic disturbances.
llustracidn 4. Distribucion normal homocedastica VS heterocedastica. Fuente: Gujarati (2004)

Como ejemplo introductorio, en la ilustracidon 4 se muestran dos casos, homocedastico
y heterocedastico, donde se establece la diferencia a partir de un modelo de dos
variables, enlaqueY representaahorrosy X ingresos. En ambas situaciones, se observa
gue cuando los ingresos aumentan, los ahorros en promedio también lo hacen. Sin
embargo, en la figura superior la varianza de los ahorros es uniforme en todos los niveles
de ingreso (homocedasticidad), a diferencia de la figura inferior, donde las familias con
mayores ingresos, en promedio, ahorran mas que las familias con menos, por lo que

aparece variabilidad en los ahorros (heterocedasticidad).
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2.3.1.

Causas de la heterocedasticidad

Existen diversas razones por las que las Var(e;) dejan de ser constantes, algunas de las

cuales se indican a continuacion:

a)

Density

Seguir modelos de error-learning, por los que, mientras se aprende, los errores
de comportamiento disminuyen con el tiempo. Por ese motivo, se espera que

al-z disminuya (ilustracion 5).

/‘»

llustracidn 5. Disminucidn errores conforme se incrementa el tiempo de practicas. Fuente: Gujarati (2004)

b)

La presencia de valores atipicos (outliers) puede ser una evidencia de que existe
heterocedasticidad en los datos. Particularmente, si la muestra es pequeia
puede alterar significativamente los resultados del andlisis de regresion
(ilustracion 6).

La asimetria en la distribucion de uno o mas regresores del modelo puede ser
otra fuente de heterocedasticidad.

La incorrecta transformacion de los datos, como por ejemplo en las
transformaciones de razdn o de primeras diferencias.

La aplicacion de una incorrecta forma funcional, en el caso de modelos lineales
frente a modelos logaritmico-lineales, como es el caso de la regresidn logistica

(préximo capitulo).
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10.000

§.000 13

6.000

4.000

2,000

empleo(xi) PIB(yi)
llustracion 6. Box-plot con presencia de valores atipicos. Fuente: elaboracién propia con SPSS

Por ultimo, cabe destacar que se observa la heterocedasticidad mds presente en datos
transversales (donde los items suelen ser empresas, individuos, ciudades, etc.) cuyo
comportamiento no es homogéneo, que en el caso de datos de series temporales

(donde las variables tienden a ser de similar orden de magnitud).

Un ejemplo de heterocedasticidad en el analisis de datos transversales se ofrece en la
ilustracién 7 donde se aprecia una considerable variabilidad cuando la tasa de empleo

supera los 1000 empleados.
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10000,0

8000,0

0000

40000

20000 '3

PIB en miles de millones de pesetas (Y)
°

0 5000 10000 15000 2000,0 25000

Empleados en miles de personas (X)

llustracion 7. Tasa de empleo frente al Producto Interior Bruto (PIB) Fuente: elaboracién propia con SPSS

2.3.2. Deteccion grafica de la heterocedasticidad

En la deteccién de la heterocedasticidad es conveniente analizar la relacién entre e? y
la variable explicativa del modelo. Retomando el modelo de regresién lineal simple
(2.23) y laigualdad (2.42) se tiene que:

ef = ay + a,x;
(2.43)

El andlisis preliminar de la relacidn entre eiz y la variable explicativa se puede realizar
mediante los métodos graficos para a partir de ellos entender la intuicidn subyacente a

los contrastes estadisticos mas formales, Gallego (2008).

2.3.2.1 Graficos de residuos

El grafico de los residuos representa la dispersién de é; o él-z constituyendo una
herramienta visual para detectar la heterocedasticidad. Cuando se examina un grafico
de residuos, se han de formar grupos de observaciones y comprobar si la varianza
individual resulta constante en cada grupo. En lailustracién 8 se muestra que la varianza

local de los grupos 30-40 y 55-65 son superiores al resto. Tal apreciacion, formulada

23



Capitulo 2. La regresion lineal simple

como hipodtesis, podra someterse entonces a un contraste estadistico de igualdad de

varainzas.

Por otra parte, como primera aproximacion, se puede realizar el analisis de la regresion
A2 ~ .
representando é/ frente a y; , donde se obtienen patrones con los que se puede

detectar sistemdticamente si los errores son crecientes o decrecientes (ilustracién 9).

2.48396 3
1.65754 2
L ]
0.831121 1
0.0047019 e , . 0
<:+'h ; II . IIl | | II
-0.821717 | "-'—.L-| e Y e -1
R | |'
-1.64814 " i : -2
| |
-2.47456 ® -3
330098 17T T T T T 1T T T T T T T T T T T -4
1 5 101520 25303540 4550 556065 70 7580 85 90 95100
i (1-100)

llustracidn 8. Grafico de residuos por grupos. Fuente: Gallego (2008)
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w? u?
A e -:::.'-".'-.-_'.
0 oy
(a) (B
w? iw?
/f' : .-‘I ‘:\
;/:“‘ JELHREON
- ‘-l_.-—..._' l' 'u.
1o’ NG
-"l- of \.. A
Y Va2
-l l* 1y
0 0

(d)

(c)

j:f
(e}

llustracion 9. Patrones hipotéticos de errores residuales al cuadrado (éiz) frente a y;. Fuente: Gujarati (2004)

2.3.2.2 Graficos de dispersion

Este tipo de graficos se considera mas util que el anterior en el caso de que se sospeche

gue una variable explicativa pueda causar heterocedasticidad. Partiendo de un mismo

conjunto de datos, en las ilustraciones 10 y 11 se observa que el valor de los residuos

aumenta con el valor de la variable explicativa.
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1500
1000 ®
500

<@ o
0 @500 PY &P00 1800 2000 2500 3000

-500
-1000

-1500

llustracion 10. Diagrama de dispersion de x; frente a Ei. Fuente: elaboracion propia con Excel.

1600000
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1200000

1000000 ®
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400000

200000

*o
0 @ee e
0 1000000 2000000 3000000 4000000 5000000 6000000 7000000

-200000

x:2

llustracién 11. Diagramas de dispersion de x;2 frente a é,-z. Fuente: elaboracion propia con Excel
Por otra parte, extraido de Rawlings et al. (1998) se representa en la ilustracién 12 la

estimacion de la variable explicada frente a los residuos, ilustrando este tipo de graficos
un comportamiento caracteristico de heterocedasticidad.
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125
100
75
50

25

=25 1

Residuals

r 1 1. 1 1.1 1.1 T T T T T T T T T T 1
150175200225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500 525 550 575 600 625 650675 700 725 750

¥ (Predicted yield value)

llustracién 12. Diagramas de dispersion de Y; frente a ’é,-. Fuente: Rawlings et al. (1998).

2.4. Contrastes de heterocedasticidad

Para detectar la presencia de heterocedasticidad se proponen una serie de contrastes
cuyo nexo de unidon es que parten de la hipdtesis nula de ausencia de
heterocedasticidad. Sin embargo, no todos sugieren la misma forma funcional de la
heterocedasticidad cuando se rechaza la hipétesis nula, Novales (1994)%. En cualquier
caso, en este apartado se pretende Unicamente resefiar los tests de contraste mas
relevantes sin entrar en detalle, para en un capitulo posterior, utilizarlos en un caso

practico.

2.4.1. El contraste de Goldfeld y Quandt (1965)

Este contraste se basa en el supuesto de que la varianza de la perturbacion, aiz, depende
de una variable z; , que normalmente es la variable explicativa, aunque no es preciso
que lo sea. En cualquier caso debe ser una variable observable, por lo que se necesita

disponer de informacion muestral de dicha variable.

10 Conviene aclarar que no se incluye la demostracién matematica formal de los contrastes de
hipdtesis, pudiéndose consultar la descripcién de los fundamentos en Novales (1994), Uriel

(2019) y Gujarati (2004).
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Para contrastar la hipdtesis nula de ausencia de heterocedasticidad

ch2 — 52— — o2
Hy,:0f =05 = =0y,

i (2.44)
Hl: o, = O-Zg(zi)'

donde g se supone que es una funcion monotona creciente con z;, por lo que se procede

como sigue:

28

a)

b)

d)

Se ordenan las observaciones de todas las variables del modelo en orden
creciente de los valores de z;.

Se divide la muestra en dos bloques de tamafio muestral n; y n,
respectivamente, pudiendo dejar fuera p observaciones centrales para acentuar
la independencia de los dos grupos. El nUmero de observaciones de cada grupo
tiene que ser de orden similar y mayor que el nimero de pardmetros a estimar.
Se estima por MCO el modelo de regresion, por separado, para cada grupo de
observaciones y se extrae la suma de cuadrados residual (SSNEX) de cada
regresion

Dado que cada varianza residual (recordando 2.26) se distribuye seglin una chi-
cuadrado de n — 2 grados de libertad, el cociente de ambas distribuciones se
aproxima a una distribucion F de Snédecor, teniendo en cuenta que las
varianzas son independientes.

Finalmente, el estadistico para un nivel de significacion a queda como

_ SSNEXn, Xn,-2 -
= SSNEXn1 szll_z Nny—2,n1—2"

(2.45)

La interpretacién del contraste sugiere que si existe homocedasticidad las
varianzas tienen que ser iguales, pero si hay presencia de heterocedasticidad,
con la ordenacién propuesta, la varianza del residuo sera mayor al final de la
muestra por lo que deberia aparecer que SSNEXn, > SSNEXn,.

Por tanto, cuanto mas diverjan los SSNEX, mayor sera el valor del estadistico y

por ello conforme a Novales (1994) se rechazara Hy, a un nivel de significacién

a si



Capitulo 2. La regresion lineal simple

GQ > Fn,—2,n,-2a- (2.46)

Observaciones a este contraste:

1.

Si se sospecha que la varianza del residuo depende inversamente de los
valores de z;, entonces se deberia ordenar la muestra en orden
decreciente para cada variable, conforme al procedimiento resefiado.

El test, si bien es preciso, no muestra mucha potencial,*? cuando las
perturbaciones son heterocedasticas, aunque su varianza “promedio” en
n, no sea demasiado diferente de n,

La eleccién del valor de p es importante, si el valor de éste es demasiado
pequefio no habrd independencia entre n; y n, y la homocedasticidad
prevalece frente a la heterocedasticidad. En este sentido, Harvey y
Phillips (1974) sugieren fijar p a 1/3 del total de la muestra Novales
(1994).

Si se concluye que el residuo del modelo no presenta heterocedasticidad,
pudiera deberse a una errénea especificaciéon del pardmetro al-z,
originada por una variable diferente a la que se ha supuesto. En
consecuencia, el contraste deberia llevarse a cabo repetidamente con
variables, de las que se pueda sospechar a priori que puede depender la

varianza del término error.

2.4.2. El contraste de Breusch-Pagan-Godfrey (1979)

El éxito del test Goldfeld-Quandt depende no solo del nimero de valores centrales que

se suprimen, sino también en identificar la correcta variable explicativa con la que

ordenar las observaciones. Esta limitacidon desaparece si se considera el test Breusch-
Pagan-Godfrey (BPG) Gujarati (2004).

Considerando el modelo de regresién lineal de variable k

11 potencia de un contraste es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula cuando es falsa, y

también que la hipdtesis nula en este caso es la de homocedasticidad, Novales (1994)

12 por ejemplo, muestra una alta probabilidad de aceptar H, cuando es falso, afirma Kmenta

(1986)
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yl — aO + alxli + .- 4 akxkl + el.13’ (2.47)

suponiendo que la varianza del error en cada periodo se describe como

0f = f(8o+ 61Z1; + -+ + EmZmi), (2.48)

donde al-z, es una funcion de variables Z’s no estocasticas, por lo que concretamente se

considera que o7 es una funcién lineal de las Z’s

02 =80+ 6. 74 + - + O Zmi- (2.49)
Si&, =8, ==&, =0, entonces 7 = §, es una constante.
Para comprobar si 67 es homocedastico se plantea la hipétesis §; = §, = -+ = &,,, = 0.

Teniendo en cuenta lo anterior, el procedimiento a seguir es

a)
b)

c)
d)

Estimar el modelo por MCO y obtener los residuos é, é4, ..., é,.
Obtener la serie de residuos normalizados al cuadrado:

6t =Y", eé*/n=SSNEX/n*

Construir variables p; como sigue: p; = é? /62

Estimar una regresion de 2 sobre una constante y las variables Z's

Di = 60 + 61Z1i + -+ SmZml + o (250)

donde ¢; es el residuo de esta regresion.

Obtener la suma explicada SSEX de la expresién (2.50), suponiendo una
distribucién normal para el término error, bajo la hipétesis de homocedasticidad
y si el tamano de la muestra se incrementa indefinidamente, entonces, la
variable se distribuye como una chi-cuadrado de m — 1 grados de libertad, y el

estadistico para un nivel de significacidon a, se distribuye asintéticamente como

~

nRZNaSXan—l . (2.51)

La interpretacion del contraste BPG radica en que si los residuos no fueran

heterocedasticos, entonces las variables Z’s no mostrarian poder explicativo alguno

sobre los residuos transformados p; y por tanto, SSEX deberia ser pequeiio. Si SSEX /2

30

13 El modelo de regresidn lineal multiple se considera Unicamente por conveniencia para la

formalizacion tedrica de este contraste.

14 52 es el estimador de maxima verosimilitud de o2 bajo la hipdtesis nula (homocedasticidad).
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fuese mayor que el valor de chi-cuadrado tabulado al nivel de significacidon a, entonces
se consideraria lo suficientemente alto y se rechazaria la hipétesis nula de ausencia de
heterocedasticidad.

Observaciones a este contraste:

1. Sila heterocedasticidad implica que la varianza del término error crece
con el tiempo, lo hara en valor absoluto.

2. Permite cierta flexibilidad, ya que no se precisa especificar la funcion que
explica la dependencia de la magnitud de los residuos respecto a las Z’s.
No importa la forma funcional de dicha dependencia.

3. Lalista de variables Z deberia ser corta e incluir pocas variables que no

estén ya incluidas como variables explicativas del modelo original.

2.4.3. El contraste de Koenker-Basset (1979)

Al igual que el test BPG, el test de Koenker-Basset (KB) se basa en los residuos
cuadraticos, él-z, pero a diferencia de ser regresados en uno o mas regresores, dichos
residuos cuadraticos son ajustados en los valores estimados cuadraticos del regresando.
Es decir, si el modelo original es de la forma

Vi =0y + a1xq; + -+ apxy; + €, (2.52)

al estimarse se obtiene é;, y a continuacién se considera el modelo

6t =00+ 8,9 + &, (2.53)

donde ¥; son los valores estimados mediante (2.52). Si §; = 0, entonces se acepta H,,
por lo que se podria concluir que no existe heterocedasticidad. Esta hipdtesis puede ser
comprobada por el test F,

H0:61 =0
H1:61 * 0

(2.54)
e SeaceptaHysiF,>F

e SerechazaHysiF,;, <F

siendo F; j el punto critico de la distribucion para los grados de libertad y significacion

dados.
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2.4.4. El contraste de White (1980)

A diferencia del test Goldfeld-Quandt, el test de White no precisa especificar la forma

gue puede adoptar la heterocedasticidad, por lo que no depende del supuesto de la

normalidad de acuerdo con Gujarati (2004).

Partiendo de un ejemplo ilustrativo, se considera un modelo de regresion de 3 variables

Vi = Qg + a1xq; + azxy; + e, (2.55)

El procedimiento a seguir es:

a)
b)

c)

d)

Emplear el modelo (2.55) por MCO y obtener los residuos, é;.
Aplicar una regresion auxiliar, él-z, sobre una constante, los regresores del

modelo original, sus cuadrados y productos cruzados de los regresores

élz = 60 + 51x1i + 62x2i + 53xfi + 643(%1' + 65x1ix2i + €, (2.56)

y obtener #2 de esta regresion.

Bajo la hipdtesis cero (no heterocedasticidad) en (2.56) el estadistico nR? se
distribuye asintoticamente conforme a una distribucion chi-cuadrado cuyos
grados de libertad (gl) son igual al nimero de regresores (menos el término

constante) de la regresién auxiliar

NR?~ g5 X5 - (2.57)

En este caso, como hay 5 regresores en la regresion auxiliar, la distribucién tiene
5gl.

En el caso de que el valor de chi-cuadrado resultante de (2.57) excediera el valor
chi-cuadrado critico, al nivel de significacion a elegido, existe
heterocedasticidad. En caso contrario, no hay heterocedasticidad, lo que

equivale a afirmar que en la regresién auxiliar (2.56),

61 = 62 = 63 = 64 = 55 = 0. (258)

Observaciones a este contraste:

32

1. Dado que el tamafio muestral crece con el nimero de observaciones, R?
tenderd a cero bajo la hipdtesis nula de ausencia de heterocedasticidad.
En el caso en que la varianza del término error depende de las variables
explicativas del modelo, R? no tendera cero.

2. En d) se asume que el error de la varianza de ¢;, aiz, esta relacionada
funcionalmente con los regresores, sus cuadrados, y sus productos

cruzados. Si todas los coeficientes de pendiente parciales en esta
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regresion son simultdneamente igual a cero, entonces el error de la
varianza es la constante homocedastica igual a §,.

Si un modelo dispone de muchos regresores, al introducir todos los
regresores, sus términos cuadrdticos, y sus productos cruzados, se
incrementan muy rdpido los grados de libertad con el nimero de

variables.
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Capitulo 3. E método de Minimos

Cuadrados Ponderados

3.1. Introduccion

Cuando en presencia de heterocedasticidad en el modelo de regresién se asume la
homocedasticidad como aproximacién, los estimadores, permanecen insesgados, pero

se vuelven ineficientes debido a que no ofrecen una varianza minima.

En el supuesto de que se disponga de una estimacién de las varianzas del caso
heterocedastico, el método de minimos cuadrados ponderados, es capaz de asegurar la
homocedasticidad de los errores gracias a una transformacion del modelo de regresidn,

gue permite la aplicacién del método MCO.

3.1.1. Propiedades de los estimadores de MCO bajo heterocedasticidad

En la ecuacion (2.42) se tiene la condicidn heterocedastica de la perturbacion de la
regresion, lo que implica que la varianza de la perturbacién puede variar de una
observacion a otra. El efecto de dicha varianza afecta a las propiedades de los

estimadores de minimos cuadrados de los coeficientes de regresion.

Siguiendo lo establecido en (2.34) el estimador de minimos cuadrados de a; es

n ’ ’ n ’
i=1XiYi Yic1X'ie
e e T

3.1

D

1

siendox”; = (x; —X) ey’; = (y; — ¥y) respectivamente.
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A continuacion, aplicando la ecuacidon (2.41) donde en situacién heterocedastica
E(e;) = 0, se tiene

7.1 x'.e.
mox?
De forma similar, a partir de
@y=y—ax=(ay+ X +€&) — a,x, (3.3)
se obtiene que

Por lo que se demuestra que la centralidad de los estimadores de minimos cuadrados o

MCO no se altera en condiciones de heterocedasticidad.

Por otra parte, aplicando ahora

e\ 3
Var(@)) =E(@; —a))* =E (= | . (3.5)
i=1%
y teniendo en cuenta que E(e;?) = al-z y E(el-, ej) = 0, se obtiene que
Y x%of
Var(a,) = -~ (3.6)
( 1) (2 lx 2)2

De igual forma, partiendo de (3.4) y procediendo como en (3.5) se aplica

n 2
i=1"1i

n ‘e 2
Var(&,) = E(@y — ap)? = E (x(ay — @) + €)* = X°E <M> , (3.7)

y asumiendo la misma condicién que en (3.6) para el estimador del intercepto se tiene

_22” 1 X% o}

QL xH?’

Var(@,) = E(8y — ay)? = (3.8)

por lo que se obtiene que la varianza de los estimadores de MCO deja de ser insesgada,
respecto a la varianza poblacional, bajo la hipétesis de heterocedasticidad. Por ello, se
debe recurrir al método MCP para transformar el modelo mediante la asignacién de
pesos, con el fin de poder aplicar el método de MCO y obtener los estimadores de la

ecuacioén de regresion.
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Conviene afiadir también que en el caso homocedastico se recupera (2.38), aunque
ahora este estimador no es insesgado. Por tanto para demostrar E(s?) # o2 en
presencia de heterocedasticidad se parte de un desarrollo similar al anterior que se
puede consultar en Gujarati (2004), donde se demuestra que bajo homocedasticidad,
al-z = 02, para cadai. Por tanto, el valor esperado del valor convencional de s? =

m &% /(n—2) noserdigual aa? en presencia de heterocedasticidad.
En resumen:

e No se altera la centralidad de los coeficientes de regresién de MCO bajo
heterocedasticidad.

e Bajo heterocedasticidad, la varianza de @, y de &, se vuelve sesgada respecto a
la varianza poblacional, ya no son los mismos estimadores de MCO que cumplen
esas condiciones, con lo que los estimadores de minimos cuadrados (@, &)

dejan de ser eficientes en ese contexto.

3.2. El método de minimos cuadrados ponderados

Como se advirtié en el apartado anterior, bajo heterocedasticidad ademas de la
ineficiencia de los estimadores (en el sentido de varianza minima), la asignacion de
distribuciones asociadas al muestreo del capitulo de inferencia no es valida. Por lo tanto,
lo mas adecuado es tratar de trasladar el problema al caso homocedastico para disponer

de dichas herramientas, restringiendo el estudio a la regresién lineal simple.

Mediante el método MCO, se minimizaba la expresién

n

V@) = ) [y = (@ +ax ) = ) e 3.9

n
i=1 i=1

por contra, con MCP, se minimiza la ecuacién (3.9) suponiendo que al-z es conocida, se

realizando la siguiente transformacion

n n
Vi @) = ) wilys = (@ + ax)I? = ) wie,
i=1 i=1

(3.10)
_ 2
donde w; = 1/0/.
Es decir, se va a minimizar una suma ponderada de residuos cuadraticos donde w; =
1/01'2' representa los pesos para cada observacion, frente a MCO que se minimizaba una

suma de residuos cuadraticos de pesos uniformes. Por MCP, el peso asignado a cada

observacion es inversamente proporcional a su g;, por lo que si las observaciones son
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mds precisas, proporcionalmente aportaran mas peso al minimizar V,.(a,, @) Pefia
(1989). Por tanto, dado que se minimiza una suma ponderada de residuos cuadraticos
este método se denomina de minimos cuadrados ponderados siendo un caso especial
de la técnica de estimacion general (MCG)®. Por ello, la técnica de MCP es generalizable
solo a otras situaciones con menos restricciones, como correlacién y heterogeneidad de

errores.

Partiendo del modelo de regresidn lineal simple heterocedastica
Vi = Qg + a1x; + e, (3.11)
a continuacién, se busca una transformacion del modelo que consiga nuevos errores

aleatorios distribuidos con varianza constante. Para ello, se divide por o; la ecuacion de
(3.11), con lo que se permite la estimacion con MCO

. 1 X e;
() e ()
0; Oj O; O;

yi = agw + ayx; + e}, (3.12)
Vi * 1 * X * e;
dondey' == w' =— x/ == ye/ ==
yl a.i’ l a.i’ l o y l o

Desde el principio se comprueba que el proceso equivalente es redefinir la varianza
residual con los pesos w; = 1/ai2, por lo que se plantea ahora la construccidén de los
estimadores ELIO (&, &@,). Dado que la varianza ahora es constante, se rednen las
condiciones de igualdad entre los estimadores ELIO y los de MCO (&;, &,). Minimizando

conforme a (2.5) la expresion

n
1
V, (@0,00) = = > (] = aow] — )% (3.13)
i=1

15 En rigor, la técnica de minimos cuadrados generalizados (MCG) es un método mds general que
el MCP, ya que permite errores correlacionados. En el contexto de heterocedasticidad, se pueden

adoptar los términos MCP y MCG indistintamente Gujarati (2004).

16 E| método de estimacion ELIO (Estimador Lineal Insesgado Optimo) o BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator) requiere que el estimador sea una combinacion lineal insesgada de
observaciones muestrales y que su varianza sea la menor de cualquier otro estimador lineal
insesgado. Se empleard este método para la obtencién del estimador ELIO de «, denotado, &,

conforme a Kmenta (1986).
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se obtienen las ecuaciones normales de minimos cuadrados.

n n n
* ¥ _ o~ *2 ~ * *
E Wiyi_aozwi +alzwixi'
i=1 i=1 i=1

(3.14)
n n n
foyi* = dOZwi*x;‘ + dlzxfz.
i=1 i=1 i=1

Por aligerar la notacién de estas ecuaciones se eliminan los asteriscos

2
o o;
i=1 ! i=1 ! i=1 !
(3.15)
n n n 2
Vi _ o NE - K
o2 o g2 @ o2
i ; i i
i=1 =1 =1
Introduciendo el cambio de variable w; = 1/ se transforman las ecuaciones de (3.16)
en las siguientes expresiones
n n n
zwiyi = 67foZ:Wi +671ZWixi:
i=1 i=1 i=1
(3.16)
n n n
— & ~ 2
Z WiXiy; = Qg Z wix; + a4 Z wiXx;.
i=1 i=1 i=1
Resolviendo estas ecuaciones se obtienen los estimadores MCP de los coeficientes de
regresion, @y y a4,
n n n n
G, = Zi=1 Wi Dieq WXV — Dijm1 WiXi Nimq WY
1= n n 2 n 2
n ~ ~
& = i wi(x; = X)(y; — ¥)
1= n ~\2 ,
ieq Wi(x; — X)
(3.17)
n ~ ~
o Zimawig =0 (yi V)
Qo =Y —

= X =
Z?:l w;(x; — X)?

4 = Yot wi(xy — X2 = X wi(x — D) (¥ = 5)
0=

n ~\2 )
i=qg Wi(x; — X)
~ ~ ~ ~ . ~ 21-1= W;iX; - 27.1= WiV
donde &, = ¥ — @;X, siendo X == —— ey ==L— iYi
i=1Wi i=1 Wi
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Estas expresiones de los mejores estimadores insesgados lineales (ELIO) de ay vy a4, Yy
son diferentes a las propias de minimos cuadrados. Por tanto, se concluye que los
estimadores de minimos cuadrados de los coeficientes de regresion no son ELIO bajo el
supuesto de heterocedasticidad. Ademas, se deduce que los estimadores de minimos
cuadrados no obtienen la minima varianza entre todos los estimadores insesgados v,

por ende, no son eficientes.

Las varianzas de los estimadores bajo heterocedasticidad quedan entonces como

Var(a,) = Li=1 Wi = !
! Srowp S wixZ2 — (B, wix)? X wi(x — %)?
(3.18)
mowx? 1 %2
Var(@,) = =1

= + —.
Yiawi X wixf — Ok, wix)? Xl wi o X, wilx — %)?
Resefiar que siw; = w = 1/02 para todo i, entonces las expresiones de (3.12) y (3.18)

son las mismas que las dadas en (2.35) y (2.36) para el modelo homocedastico.

Como se ha visto, la heterocedasticidad no deshace las propiedades de consistencia e
insesgadez de los estimadores de MCO, pero provoca que éstos ya no sean eficientes,
(por ejemplo en muestras grandes). Para corregir esta falta de eficiencia existen medidas
correctoras de la heterocedasticidad, para lo cual se podria plantear, ademads del

supuesto ya visto en (3.10) de que al-z es conocida, la hipétesis de que aiz es desconocida.

En el caso de que al-z no sea conocida y no se disponga certeza del origen de la
heterocedasticidad, no cabe mas remedio que confiar en los datos de la muestra y

estimar las varianzas de la perturbacién a partir de los datos.

Un primer método, indica Kmenta (1986), consistiria en obtener los estimadores a partir
de la funcién de méaxima verosimilitud!’, pero la solucién precisaria de un procedimiento

iterativo laborioso hasta que los valores de las estimaciones converjan, es decir, hasta

17 La teoria de los estimadores de mdaxima verosimilitud puede consultarse en la bibliografia
general de Estadistica. En las referencias de este TFM se puede acudir a Pefia (1989) o Rawlings

et al. (1998)
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que

las diferencias entre las sucesivas series de estimaciones se consideren

despreciables'®.

Un segundo método alternativo consiste en estimar o7 mediante la varianza muestral

n; —\2
1 Vij — Vi)
ns (n,—1)°
=1

2
Si

(3.19)

dondey; = n_l-z;;lyif'

Se puede apreciar que siz es un estimador consistente de al-z. Si se sustituye w; por 1/51-2

en (3.17), se obtienen las estimaciones de los coeficientes de regresion; y efectuando la

misma sustitucién en (3.18), se consigue la estimacién de sus respectivos errores

estandar. Los estimadores resultantes tienen las mismas propiedades asintéticas que

los estimadores de maxima verosimilitud.

En resumen:
1. Sino se mantiene la homocedasticidad, los estimadores MCO de los coeficientes
de regresidn no son eficientes.
2. Lavarianza de MCO ya no es minima (6ptima), no se puede aplicar el Teorema
de Gauss-Markov y los estimadores no son eficientes.
3. Lavarianza de los estimadores es sesgada, y por ello, inconsistente!?
4. Lla varianza muestral se convierte en un estimador consistente de la varianza

poblacional cuando ésta se desconoce.

3.2.1. Ejemplo comparativo ¢/ conocida y desconocida con MCP

De la mano de Kmenta (1986) se pretende demostrar que si se desconoce la varianza de

cada una de las observaciones, es posible estimarla mediante la varianza muestral

conforme a la expresion (3.19). Para ello se dispone de los datos de la tabla 1 donde se

representan los ingresos y gastos en ropa mensuales de 20 familias,

18 La prueba de este procedimiento se puede consultar en el paper de W. Oberhofer and
J.Kmenta, “A General Procedure for Obtaining Maximum Likelihood Estimates in Generalized

Regression Models”, Econometrica, 42 (May 1974), pp.579-590.

1% Un estimador es consistente, si mantiene un sesgo nulo cuando aumenta el tamafio muestral
indefinidamente. Por tanto, si n — oo la funcion de densidad del estimador converge al valor del

parametro, es decir, p lim @; = a; (&, converge en probabilidad a a,)
n—oo
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Numero de
X=Ingresos (€) o Y=Gasto en ropa (€)
familias (i)
2000 8 160, 160, 180, 200, 210, 220, 230, 250
4000 7 200, 220, 230, 300, 310, 340, 350
6000 5 300, 300, 400, 450, 540

Tabla 1. Datos anuales ingresos VS gastos en ropa de 20 familias. Fuente: Kmenta (1986)

600

500

400

300

200

Gasto mensuales en ropa (€)
(1 X 1)

100

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

Ingresos mensuales por familia (€)

llustracién 13. Datos mensuales de Ingresos por familia vs Gastos en ropa. Fuente: Kmenta (1986)

A priori, se va a considerar que el modelo de partida para las variables X e Y,

representadas en la ilustracion 13, se corresponde con el de la ecuacidn (3.11).

Por un lado, se hallan los estimadores de los coeficientes de regresién por MCO

o T DO _
! Z?=1(xi _f)z .

Gy =y — @;% = 98.28685
y; = 98.28685 + 0.04849x;,

siendox = 3700ey = 277.7.
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Asumiendo que el modelo es heterocedastico, los estimadores de minimos cuadrados

son centrados pero no asintéticamente eficientes.

Si ahora se considera, desde un punto de vista comparativo, que ol-z = xl2 la ecuacién
de regresion (3.12) pasa a ser homocedastica dividiendo ambos miembros por g; = x;,

gue aplicando MCP a los resultados son

Vi 109.73537
L= 004512 4 —————

Xi Xi
que revertiendo a la ecuacién de regresion original, se obtiene
y; =109.73537 + 0.04512x;,

donde @; = 0.04512y &, = 109.73537

Por ultimo, hallando la varianza de los estimadores bajo heterocedasticidad se

comprueba que

rox?of Y, (q— %) x?  2.03x 10

Var(a,) = g = —— = = 2.97.
(@) Qr,x?)2 (Eh,(x—%)?)?  (8.27 x 10%)?
Var(a,) : ! . 1.14
ar(a,) = — = — — = 1. .
VTS wig - %2 @ (=% 0875
=17 2

L

gue comparando los estimadores y las varianzas de ambos se tiene que

@, 0.048 1071
@ 0.045 ’
Var(a 2.97
@) _ =2.62~3,

Var(a@,) 1.14

con lo que la eficiencia de ambos estimadores es aproximadamente del mismo ordeny

la varianza del estimador de a; es casi tres veces la del estimador ELIO de «;.

Representando en la ilustracion 14 las regresiones de MCO (rojo) y MCP (azul)
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MCO vs MCP
600
°
500
x |y = 0.0485x +98.287 | *
S 400 Y= : .
§30 gt o
L Y T
& 200 , $ ly=0.0451x+ 109.74 |
>||_
100
0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

X=Ingresos (€)

llustracién 14. Comparativa rectas de regresion MCO y MCP. Fuente: Kmenta (1986)

Finalmente, si desconocemos aiz , a partir de los datos de la tabla 1 se estiman las
varianzas con la varianza muestral de (3.19), ya que se demuestra que sizes un estimador
consistente de al-z, con lo que considerando dicha expresidn se estiman las varianzas de
las perturbaciones obteniéndose para cada familia.

s =1069.64286,
s5 =3714.28571,
s3 =10520.

Aplicando las férmulas de MCP de (3.13), con w; sustituido con (1/s?) se obtiene &, =

0.0446y @, = 111.02, con lo que resulta que la ecuacién de regresiéon queda como
yij = 111.02370 + 0.04457x;.

En este caso, se observa que la estimacién de o7 = 1/s? arroja resultados similares. En
este caso, a aquellos obtenidos bajo la suposicidén de que al-z = xiz. Al ser un ejemplo

meramente ilustrativo, las varianzas de los estimadores no se han obtenido en este caso.

3.2.2. El método de MCP con el modelo de regresion logistica simple

La regresion logistica da respuesta a variables de caracter categérico o cualitativo, que
mediante la regresion lineal simple no es viable, Baenas (2022). El modelo de regresién

logistica pertenece al conjunto de modelos generalizados, ofreciendo una respuesta
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cualitativa que seguin el caso puede ser de tipo binario?°. Sin atender a las caracteristicas
de modelado, la funcién asociada al modelo de regresion logistica viene dada por la
transformacion logistica de la probabilidad o /ogit.

pi

1-p;

L(p;) = log =ao t+ ayx; e (3.20)

donde e; es la variable aleatoria de error y p; la probabilidad de ocurrencia o éxito de
un suceso.

Para la estimacion de parametros en el modelo logistico se recurre a la estimacion de la
probabilidad de éxito del suceso para cada valor de x;, dada por la proporcién

A n;
pi = N, (3.21)

Puesto que esta estimacién de la probabilidad precisa de un valor N; considerable, la
variable p; se distribuye asintéticamente conforme a una distribucién normal y se
demuestra que L(p;) se distribuira segiin una normal con media L(p;) y desviacion

tipica obtenida a partir de

. . [AL(B)
alL(B)] = a(py) ( —) = (3.22)
Pi /oy,
por lo que teniendo presente el modelo de regresién logistica se tiene que
1
2 R
of =Var(e;) =Var[L(p;)] = ———,
i i i Np.(1—py) (3.23)
y dado que el valor de g; se desconoce, ésta se puede estimar mediante s;
2 1
St =— (3.24)

N;p;(1—p;)

El modelo de regresion (3.23) es heterocedastico por construccién del propio modelo
de regresidn, por lo que si se asume la homocedasticidad como aproximacién, se
desprende que los estimadores resultaran insesgados e ineficientes. Por ello, al

estimarse la varianza por (3.24), mediante el método de MCP se garantiza la

20 | 35 variables dicotdmicas o binarias sélo admiten dos valores, denotados por 0 y 1, para
categorias mutuamente excluyentes, tales como verdadero-falso, si-no, éxito-fracaso, etc. Segun
el texto a este tipo de variables se les denomina dummy, de disefio o indicadoras conforme a

Baenas (2022).
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homocedasticidad de los errores y en consecuencia la aplicacidon del método MCO. Para

el modelo logistico simple se sintetiza como sigue:

46

a) Para cada observacién x; de la muestra, se obtiene la estimacion de la
probabilidad p;, y el modelo de regresion
D n;
L(p;) =lo — = log—,con N; =5
®0) = log T— 5, - oI i (3.25)
b) Introduciendo los pesos ,/w; = 1/s; como una variable en el modelo binario de
regresion logistica (3.20), éste se convierte en
JWil(p) = Jwiag + Jwiaix; + \/wie;, (3.26)
por lo que sustituyendo convenientemente ,/w; en la ecuacion (3.26) el modelo
se transforma en
L*(pi) = agyw; + a1x; +¢;. (3.27)
c) Una vez transformada la heterocedasticidad de los errores en un modelo
homocedastico, se aplica MCO en (3.27) teniendo en cuenta que el proceso
conlleva una regresion multiple de variables regresoras, x;' y ,/w;, y la aparicion
del intercepto nulo.
EJEMPLO

Partiendo de la tabla 2 de valores observados de cierta variable x;, distribuida por

clases de N; observacionesy n;, ocurrencias de un suceso y:

X N; n;
7 50 9
9 60 13
11 70 19
14 90 29
16 110 46
21 80 37
26 75 40
31 60 34
36 50 31
41 35 21

Tabla 2. Valores observados regresion logistica. Fuente: elaboracién propia

Seguidamente, se muestra el calculo de las variables /w;, x; y L*(p;) efectuado con

Excel cuyos valores de regresion obtenidos aparecen en la tabla 3, junto a la
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representacion grafica de este ejemplo (ilustracion 15). El plano de regresion

obtenido es:

L*(p) = —1.496,/w; + 0.057x;, R2 = 0.9

| Ejemplo de Regresion logistica simple con MCP |

Xi Ni ni pi logit w?® x* logit* p(x)
7 50 9 0.18| -1.51634749| 2.71661554| 19.0163088| -4.11933316| 0.23305125
9 60 13| 0.21666667| -1.28519824] 3.19113355| 28.7202019] -4.10123924] 0.25431425
11 70 19 0.27142857] -0.98738665| 3.72059903| 40.9265893| -3.67366983| 0.27681703
14 90 29| 0.32222222|-0.74357803] 4.43345864] 62.068421] -3.29662246] 0.31277805
16 110 46| 0.41818182-0.33024169| 5.17335833| 82.7737332[-1.70845858| 0.33810835
21 80 37 0.4625 -0.1502822| 4.45954034| 93.650347|-0.67018955| 0.40536368
26 75 40| 0.53333333] 0.13353139] 4.3204938] 112.332839| 0.57692155| 0.4763688
31 60 34| 0.56666667| 0.26826399| 3.83840245| 118.990476| 1.02970514] 0.54834222
36 50 31 0.62| 0.48954823| 3.43220046| 123.559217| 1.68022764] 0.61834864
4 35 21 0.6| 0.40546511] 2.89827535| 118.829289| 1.17514953| 0.68376204)
& 0.05679698 -1.49633389 @
Var(@,) | 0.00775736 0.17670184|,/Var(ao)
72 0.90056291 0.91337345| s=V's?
F 36.2264372 8 n-2
SSEX | 60.4438873 6.67400849] SSNEX

Tabla 3. Resultados numéricos ejemplo regresion logistica. Fuente: elaboracion propia con Excel.
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llustracién 15. Nube de puntos y curva de regresion logistica. Fuente: elaboracion propia con Excel
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Adicionalmente introduciendo el cddigo correspondiente en la tabla 4, se ha rehecho

con R los célculos del ejemplo anterior, obteniéndose los resultados de la tabla 5

#LOGIT MCP

ej <-read.table('data_logit2.txt', header=TRUE)

p <- ejSn/ejIN

rw <- sqrt(ejSN*p*(1-p)) # Pesos para MCP

Togit <- Tog(p/(1-p))

X2 <- ejsxFrw # x*

Togit2 <- Togit*rw # logit*

ej2 <- cbind(ej,p,rw,x2,logit2) # Tabla de datos ampliada
modelo_logl <- Tm(logit2 ~rw+x2+0,data=ej2)

summary (modelo_Togl)

Tabla 4. Cédigo aplicacion método MCP. Fuente: elaboracién propia con R.

call:
Im(formula = Togit2 ~ rw + x2 + 0, data = ej2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.2372 -0.8258 -0.1949 0.5000 1.3313

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
rw -1.496334 0.176702 -8.468 2.89e-05 **=*
x2 0.056797 0.007757 7.322 8.21e-05 *%*¥*

Signif. codes: 0 ‘*#**’ 0.001 ‘*+*’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 * " 1

Residual standard error: 0.9134 on 8 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9006, Adjusted R-squared: 0.8757
F-statistic: 36.23 on 2 and 8 DF, p-value: 9.777e-05

Tabla 5. Resultados numéricos ejemplo regresion logistica. Fuente: elaboracion propia con R.
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Capitulo 4. Ejercicio practico de
aplicacion

El presente capitulo se centra en el analisis de datos reales cuyo tratamiento supone la
aplicacidn directa de la metodologia empleada en el presente TFM. Los datos resefiados
proceden de fuentes oficiales del Arma Aérea de la Armada, por lo que su difusion se
enmarca dentro del Uso Oficial.

El ejercicio consta de un andlisis regresivo con el método de MCO de hasta n = 132
observaciones mensuales de la variable independiente, horas de vuelo (x;), frente a la
variable dependiente consumo de combustible (y;), comenzando con la identificacidn
de la presencia de heterocedasticidad desde el punto de vista grafico, por medio de
diagramas de dispersién, y analitico mediante la aplicacion de tests de inferencia
estudiados cuya hipdtesis nula serd la presencia de homocedasticidad. Si se detecta la
presencia de heterocedasticidad se aplicara el método de MCP como correccion del
MCO, donde el estudio regresivo se centrard en la aplicabilidad del método, conocida
al-z (en funcién de la variable explicativa) y desconocida (estimada por la cuasivarianza
muestral, siz). Ademads, se realizard la comparativa de los estimadores bajo
heterocedasticidad, para comprobar la pérdida de eficiencia de los mismos entre MCO
y MCP. En su mayoria, todos los cdlculos asociados a las operaciones antedichas se
realizaran mediante Excel R, SPSS y GRETL.

Los valores se han obtenido a partir de los datos de un tipo de avidn, con capacidad de
aterrizaje y despegue vertical, cuyo consumo depende fundamentalmente de como
haya sido la maniobra durante la hora de vuelo. En cualquier caso, se ha supuesto que

el vuelo de crucero (diurno/nocturno) se ha combinado con las siguientes maniobras:

e carrera de despegue y toma en tierra o a bordo

e despegue y toma vertical en tierra o a bordo
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e carrera de despegue y toma vertical a bordo (ilustraciones 16y 17).

llustracion 16. Carrera despegue a bordo. Fuente: llustracién 17. Toma vertical a bordo. Fuente:

elaboracion propia elaboracion propia

4.1. Motivacién del estudio

El ala fija embarcada de la Armada la componen los aviones de ataque V/STOL?! de la
Novena Escuadrilla de Aeronaves, AV-8B plus (Harrier 1), que constituyen un importante
vector de proyeccidon de la Fuerza Naval espafiola. Entre sus misiones destacan, la
defensa aérea de la Fuerza, el ataque a unidades de superficie, el ataque y apoyo a

tierra, asi como el apoyo aéreo préximo (llustraciéon 18).

llustracién 18. Vuelo de apoyo a tierra. Fuente: Revista General de Marina (2023)

21 yertical / Short Take-Off and Landing
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Actualmente, las 13 aeronaves de que consta la Escuadrilla, disponen de numerosas
horas de vuelo y afios de servicio con lo que se encuentran en su ultimo tercio de vida
operativa. Dado que al parecer no esta clara la adquisicién a corto plazo del F-35B
(Lightning 1), ilustracion 19, se han iniciado contactos con NAVAIR (Navy Air and System
Command) de la Armada de los Estados Unidos, con el fin de prolongar la vida util del
Harrier hasta el 2030 y mantener la capacidad de proyeccidén que proporciona la aviacién
de caza y ataque embarcada.

S e
P——— i :

llustracion 19. Toma vertical de un F-35B a bordo de un portaeronaves clase America. Fuente: US Marine Corps.

Se pretende por tanto, comprobar que los residuos de los valores aportados al modelo
de regresién MCO siguen un patrén heterocedastico y aplicar el modelo de regresién
por MCP para corregir la ineficiencia de los estimadores de MCO. Para ello, se emplearan
las cuatro herramientas informaticas resefiadas al comienzo de este capitulo junto con
la aplicacién de cinco contrastes de heterocedasticidad relacionados en el apartado 2.4
para la validacién del modelo de regresién. La informacion resultante del presente
estudio se considera que pudiera ser conveniente y de utilidad, para la toma de
decisiones que el Mando estime oportuno, en relacién con la prolongacién de la vida

operativa de esta aeronave.

4.2. Caracteristicas técnicas de la aeronave

Las dimensiones de la aeronave se muestran en la ilustracion 20 de disposicidn general.

En cuanto al resto de caracteristicas técnicas:

e Especificaciones: Peso maximo despegue vertical 8596 kg/carga util 4899 kg

e Velocidad maxima: 1170 km/h o 1065 km/h al nivel del mar
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e Techo maximo: 15420 m
e Autonomia: maxima de 3600 km (3500 kg combustible interno + depdsitos
auxiliares) y de combate 870 km.
e Motor: 1 Rolls-Royce F402-RR-408 de 104.5 kN de empuje
e Combustible: JP-8 (en tierra) y JP-5 (embarcado).
Por razones de conveniencia el consumo mixto del avién procede de la suma de

consumos en despegue rodado, en vuelo de ferry y toma vertical a bordo del buque de

proyeccion logistica (BPE) Juan Carlos I.

47497
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Figwre 1. Awcraft Dimensions (Sheet 2)

llustracidn 20. Disposicion general del AV-8B plus (Harrier Il). Fuente: NAVAIR (2021)
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4.3. Validacion del modelo de regresion. Aplicaciéon de

contrastes de heterocedasticidad

Para que las conclusiones del modelo de regresidon sean consistentes es necesario
verificar las condiciones de aplicacién en lo que respecta a la adecuacidon de sus
estimaciones e inferencias. El modelo de inferencia visto en el apartado 4.3.1 precisa la
condicidon de homocedasticidad, esto es, que la varianza de los errores sea constante,
Var(e;) = o2. Dado que en este apartado se ha detectado graficamente la presencia
de heterocedasticidad, Var(e;) = al-z, mediante la aplicacién de las herramientas de
inferencia estadistica resefiadas en el apartado 3.3 se pretende detectar analiticamente

la presencia de heterocedasticidad.

En general, los resultados de que cada uno de los tests de contraste se realizan, a
continuacion, bajo la hipdtesis nula de ausencia de heterocedasticidad, es decir, en
aplicacion de la condicion homocedastica con un nivel de significacién de a = 0.05, se

plantea la siguiente hipoétesis:
H,:presencia de homocedasticidad

H;:ausencia de homocedasticidad

4.3.1. Goldfeld y Quandt

Bajo las indicaciones concretas de la implementacidon de este test se ha confeccionado
una tabla de operaciones, obrante en el apéndice B1, cuyos resultados de regresion son

los que se reflejan en la tabla 6

MCO GQ1

614.3902956
115.3753074
0.313834231
28.35717426
70660589528

8802.455544
35419.14866
49917.99718

62
1.54492E+11

477.2855306
327.6493059
0.033092625
2.121964102
13117956251

51981.90879
140067.307
78625.61815
62
3.83283E+11

Tabla.6. Resultados MCO de las submuestras n; y n,. Fuente: propia con Excel

A partir de la ecuacién (3.18), resolviendo el cociente de la SSNEX de cada submuestra

(resaltado en amarillo), se obtiene el estadistico GQ = 2.48092618. A su vez el
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estadistico critico de contraste, Fg464.0.05, Obtenido mediante Excel con INV.F(1 —

0.05; 64; 64) = 1.51328717.

En aplicacidn del estadistico (3.20), con el nivel de significacion @ = 0.05, se rechaza H,,
porque GQ > Fgy64.005- En conclusion, se detecta analiticamente la presencia de

heterocedasticidad.

4.3.2. Breusch-Pagan-Godfrey

Para comprobar si se admite la hipdtesis de homocedasticidad con los datos aportados,
es preciso matizar que este test es sensible a formas lineales de heterocedasticidad,
Dado que sélo se dispone de una variable explicativa en el modelo de estudio, la validez
del resultado se considera preliminar. El proceso de obtencidn de los resultados de
regresion de MCO y del modelo MCO BPG, o auxiliar, se encuentra en el apéndice B3,

de cuyas tablas se extraen los siguientes resultados (tabla 7):

MCO MCO BPG
526.6284321 33348.69285 24695706.37 4851778116
74.36770128 27828.87182 4485957.014 1678673948
0.278364768 65264.65459 0.189052377 3936849331
50.14641492 130 30.3062841 130

2.13597E+11 5.53732E+11 4.69711E+20 2.01484E+21
Tabla 7. Resultados MCO y MCO de Breusch-Pagan. Fuente: propia con Excel

A partir del estadistico de la expresion (2.51), se obtiene que el estadistico es BP =
n R? = 24.95491, mientras que el estadistico critico de contraste, )(22_1, se calcula con
Excel con DIST.CHICUAD. CD(24.95491; 2) = 5.86868 x 10~7. Confirmandose que

el p —valor < n R? y que BP > y? con a = 0.05, se rechaza H, por lo que se

m-1’
aprecia la presencia de heterocedasticidad en los residuos, habida cuenta de que el
coeficiente regresor muestra mayor poder explicativo sobre la variable dependiente y

un SSEX mucho mayor, que en el caso MCO.
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Mediante el lenguaje R, de RStudio ??se puede hallar el estadistico BP asi como el p —

valor mediante el siguiente cédigo y resultado asociado (ilustracion 21)

> bptest(mod_mcCo)

data: mod_mco

studentized Breusch-Pagan test

EP = 24.955, df = 1, p-value = 5.87e-07

llustracién 21. Resultado BPG test con RStudio. Fuente: propia con Excel

4.3.3. Koenker-Bassett

El proceso de obtencién de los resultados de regresién del MCO y del modelo MCO KB,

obtenido por regresion de los residuos al cuadrado sobre los valores estimados de la

variable dependiente al cuadrado, se encuentra en el apéndice B4, extrayendo los

siguientes resultados (tabla 8):

2.13597E+11

5.53732E+11

4.79958E+20

MCO MCO KB
526.6284321 33348.69285 0.109609382 1594080578
7436770128 27828.87182 0.019646609 1092476604
0.278364768 65264.65459 0.193176909 3926825035
50.14641492 130 31.12578014 130

2.00459E+21

Tabla 8. Resultados MCO y MCO de Koenker-Bassett. Fuente: propia con Excel

Como en este test la hipdtesis nula se establece en virtud al valor nulo del estimador del

regresor, discutido a partir del estadistico F obtenido de la regresion F = 31.1257801,

mientras que el estadistico critico de contraste, Fj 130.0.05, Se calcula con Excel con

INV.F(1—0.05;1;130) = 3.913989. Visto que F > Fj 130005 con a = 0.05, se

rechaza H, por lo que se aprecia la presencia de heterocedasticidad en los residuos.

22 RStudio es un entorno de desarrollo para el lenguaje de programacién R, especialmente

disefiado para la computacién estadistica y graficos. Incluye una consola y editor de sintaxis como

soporte del codigo ademas de diversas utilidades asociadas. Fuente: Wikipedia.
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4.3.4. White

Para comprobar si se admite la hipdtesis de homocedasticidad con los datos aportados,
es preciso matizar que este test es sensible a formas lineales de heterocedasticidad,
Dado que sélo se dispone de una variable explicativa en el modelo de estudio, la validez
del resultado se considera preliminar. El proceso de obtencién de los resultados de
regresion de MCO y del modelo MCO auxiliar se encuentra en el apéndice B5,

extrayendo los siguientes resultados (tabla 9):

MCO MCO WHITE
526.6284321 33348.69285| |43062.76676 -5009467.32
74.36770128 27828.87182 14253.36782 5704584.815
0.278364768 65264.65459( |0.583222042 3925878370
50.14641492 130 90.95834373 130

2.13597E+11 5.53732E+11 2.80379E+21 2.00363E+21
Tabla 9. Resultados MCO y MCO de White. Fuente: propia con Excel

A partir de la expresién (2.57), se obtiene el estadistico de White n R? = 76.9853,
mientras que el estadistico critico de contraste, )(276_9852, definido a partir del valor

anterior y (gl =2) grados de libertad, se ha obtenido con el comando

DIST.CHICUAD.CD(76.985;2) = 1.918 x 10717 = 0.

Dado que n R? > )(276_985 ,» con a = 0.05, se rechaza H, por lo que se descarta la

presencia de homocedasticidad en detrimento de la heterocedasticidad en los residuos,
habida cuenta de que el coeficiente regresor muestra mayor poder explicativo sobre la

variable dependiente y un SSEX mucho mayor, que en el caso MCO.

4.4. Andalisis de los datos

Los datos de partida se encuentran relacionados en el Apéndice A, correspondientes a
la variable exégena, horas de vuelo (x;) y a la endégena (y;), consumo de combustible
(en litros) y se asume que siguen el modelo lineal (2.3). Estos datos se han registrado
mensualmente y abarcan un periodo de 11 afios, desde enero de 2012 a diciembre de
2022.
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4.4.1. Andlisis de los datos mediante el método MCO

A priori, representando los datos se observa que se disponen en una forma de embudo,

caracteristica conforme se indica en la ilustracion 22.

Consumo de combustible
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x (Horas de vuelo)

llustracion 22. Diagrama de dispersion datos de partida. Fuente: elaboracion propia con Excel.

Esta disposicion grafica subyace la presencia de heterocedasticidad creciente en los
datos (véase el apéndice A), cuestion que se confirmard mediante la oportuna aplicacién

de los métodos de inferencia.

Los resultados analiticos de la regresion de MCO se han calculado mediante el comando

ESTIMACION.LINEAL de Excel, con los siguientes resultados de la tabla 10.

. me ]

@, 526.6284321 33348.69285| &,
JVar(@,) | 74.36770128 27828.87182|\/Var(a,)
72 0.278364768 65264.65459| s =+/s2

F 50.14641492 130| n-2
SSEX | 2.13597E+11 5.53732E+11| SSNEX

Tabla 10. Resultado aplicacion método MCO. Fuente: elaboracion propia con Excel.
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La recta de regresion lineal obtenida es

y = 33348.693 + 526.628x, R*> = 0.278,

siendo el estimador de la pendiente, &; = 526.628, y el estimador del intercepto, &, =
33348.693, de cuyo valor de R? se desprende que existe poca correlacidn entre las
variables, por lo que esta medida de la bondad del ajuste indica, a priori, que la relaciéon
lineal entre las variables es débil.

Como primera aproximacion en las ilustraciones 23 y 24 se observa que tanto los
residuos como el cuadrado de los mismos aumenta con el valor de la variable estimada
y explicada respectivamente, adoptando la nube de puntos, la forma de “embudo” tipica

gue caracteriza a la heterocedasticidad.
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llustracion 23. Diagrama de dispersion de residuos € y variable estimada §. Fuente: elaboracién propia con Excel
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llustracién 24. Diagrama de dispersion de &2 frente a la variable x2. Fuente: elaboracién propia con Excel

Asimismo, se considera util representar por un lado, el valor de la estimacion de la
variable explicada, ¥, frente al cuadrado de los residuos, @2, (ilustracién 25), y por otro,
frente a los errores residuales tipificados en valor absoluto, |é|/s, (ilustracién 26). En
ambos casos se mantiene el patron de heterocedasticidad, y el coeficiente de

correlacién es muy bajo.
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llustracion 25. Diagrama de dispersion de &2 frente a 9, y recta de regresion 82 = 448679 — 6 x 10°. Fuente:

elaboracion propia con Excel
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llustracion 26. Diagrama de dispersién de [&|/s frente ay, y recta de regresion [&|/s = 0,0015y — 128, 2.

Fuente: elaboracion propia con Excel

En cuanto a la inferencia del modelo de regresion, se contrasta al nivel de @ = 0.05 la
hipétesis nula Hy de que las variables x e y no estan relacionadas linealmente frente a
la hipdtesis alternativa H; de que si lo estan. Se obtiene el valor del estadistico F de
Snedecor asociado a la estimacion del resultado del MCO como F = 50.146 y el punto
critico, Fy - o, con el comando de Excel INV.F(1 — a; m; n) de manera que F; 130.0.05 =
INV.F(1—-0.05;1;130) = 3.913.

En virtud del contraste (2.30), como F > F; 130, 0,05 Se rechaza H,, es decir, con un 95%
de confianza se admite que existe una relacion lineal entre x e y. Procediendo
igualmente al 99% de confianza, se obtiene que el punto critico F; 130, 901 = 6.834, con

lo que se mantiene dicha relacidn lineal.

Mediante el lenguaje de la aplicacion RStudio, o R, introduciendo el cddigo siguiente
(tabla 11):

FMCO

ej=-read.table("data_harrier.txt", header=TRUE)
x<-ejix

}-"-:: - ej Y

mod_MCO<-Im(y~x, data=ej)

coef (mod_MC0)

summary (mod_mMCo)

Tabla 11. Cédigo aplicacién método MCO con R. Fuente: elaboracion propia
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donde se obtiene también la misma recta de regresién y datos de estimacion asociados

que en Excel (tabla 12),

> summary ({mod_mMCo)

call:
Tm{formula = v ~ x, data = ej)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-135059 -52288 22146 52876 929495

Coefficients:

Estimate std. Error © value pPri=|t|)
(Intercept) 33348.04 27828, 87 1.1498 0.233
X 526.63 74.37 7.081 B.02e-11 #%%

signif. codes: © "#***' 0.001 ***=' 0.01 *“*" 0.05 “.” 0.1 * " 1

Residual standard error: 65260 on 130 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2784, Adjusted R-squared: 0.2728
F-statistic: 50.15 on 1 and 130 DF, p-value: 8§.022e-11

Tabla 12. Resultado aplicacion método MCO con R. Fuente: elaboracién propia

De igual forma, mediante la aplicacidn SPSS, se obtienen resultados similares, como es

el caso de R? (tabla 13)

Resumen del modelo MCO

Error estandar

R cuadrado dela
Madelo R R cuadrado ajustado estimacidn
1 528° 278 273 65264 655

a. Predictores: (Constante), X

Tabla 13. Coeficiente determinaciéon con MCO. Fuente: elaboracién propia con SPSS

y los coeficientes de estimacién del modelo (tabla 14), ANOVA (tabla 15) ademas del

diagrama de dispersion (ilustracién 27)
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Coeficientes®

Coeficientes
estandarizado

Coeficientes no estandarizados 5
Modelo B Desy. Error Beta 1 Sig.
1 (Constante) 33348693 27828,872 1,188 233
X H26628 74 368 A28 7,081 = 0

a. Variable dependiente:

Tabla 14. Coeficientes de regresion y varianza con MCO. Fuente: elaboracidn propia con SPSS

ANOVA®
Sumade Media
Modelo cuadrados gl cuadratica F Sig.
1 Regresian 2 136E+11 1 2136E+11 50,146 <,001"
Residuo 553TE+11 130 425594751385
Total TETIE+T1 131

a. Variable dependiente: Y
b. Predictores: (Constante), X

Tabla 15. Resultado ANOVA de MCO. Fuente: elaboracién propia con SPSS

Diagrama de dispersiéon de Consumo (Y) por Horas de Vuelo (X)

400000

°®
o ."\. o
e® S o ©
300000 3 .: '.‘ ] °
@ ':7.,!0

> ]
o
200000 ° e
) ° °®
b [
.. 4] L]
o o 4
® %o
°
100000
0
100 200 300 400 500

62

llustracién 27. Diagrama de dispersion con recta de regresion. Fuente: elaboracién propia con SPSS

R? Lineal = 0,278
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Finalmente, con la aplicacidn GRETL?® mediante las operaciones oportunas se obtiene el

resultado de la regresion (Tabla 16).

Modelo MCO, usando las observaciones 1-132
Variable dependiente: y;

Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot  valor p
const 33348.0 27828.9 1.198 0.2330
X 526.630 74.3677 7.081 <0.0001  ***
Media de la variable. dep.  226267.2 D.T. de la variable dep. 76534.14
Suma de cuad. residuos 5.54e+11 D.T. de la regresion 65264.59
R-cuadrado 0.278366 R-cuadrado corregido 0.272815
F(1, 130) 50.14676  Valor p (de F) 8.02e-11

Tabla 16. Resultados aplicacion método MCO. Fuente: elaboracion propia con GRETL

4.4.2. Analisis de los datos mediante el método MCP con ¢/ desconocida

Asumiendo la situacion heteroceddstica con los elementos graficos anteriores se
procede a analizar los datos mediante el método MCP desconociendo el valor de al-z que

sera estimado, en este caso, mediante sl-z.

Procederemos, en primer lugar, con Excel mediante la transformacién del modelo segun
se ha visto. Para ello, se Introducen los pesos dados por w; = 1/s?, o por \/WL- =1/s;,
en x; e y; obteniéndose x; e y;respectivamente, (tabla 17), a los que se le aplicara el
método MCO, ya que los errores e;, se distribuyen de forma homocedastica, es decir,
Var(e;) = 1.

52 S sw; = 1/s; x{ = x;sw; ¥i = Yi *swy
52273774.2 723.006.046 0.00013831 0.06265508  262.066.965
82952457.4 910.782.397 0.0001098 0.0512746  192.624.496
105310694 102.620.993  9.74E+00 0.04609193  161.212.619
57352822.4 757.316.462 0.00013205 0.05801142  235.522.412
121259561 110.117.919  9.08E+00 0.0402523  128.247.066
44576072.9 66.765.315 0.00014978 0.06911024  527.920.822
50891377.2 713.381.926 0.00014018 0.06438814 4.998.511
12644332.4 355.588.701 0.00028122 0.09763152  721.957.361

Tabla 17. Extracto parametros utilizados en aplicacion del método MCP. Fuente: elaboracion propia con Excel

BGRETL (Gnu Regression, Econometrics and Time-series Library) es un software libre desarrollado
en lenguaje C que se utiliza para realizar andlisis econométricos cuyo uso esta extendido en

diversos departamentos de economia de universidades de todo el mundo.
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Actuando como en el apartado anterior se obtiene con Excel la regresién lineal por MCP,

donde el intercepto nulo desaparece, (tabla 18),

MCP1
221 524.8515157 32973.46113 Qo
VVar(@,) | 6.664055457 1695.779794|  #N/A VVar(ao)
72 0.997912516 11.42288749|  #N/A s =+/s2
F 31072.96518 130  #N/A n-—2
SSEX | 8108947.576 16962.70663|  #N/A SSNEX

Tabla 18. Resultado aplicacion método MCP. Fuente: elaboracion propia con Excel

cuya recta de regresion lineal es de la forma

y = 32973.461 + 524.852x, R> = 0.998,n

siendo &@; = 524.852 y &, = 32973.461, de cuyo valor de R? se desprende que
existe alta correlacion entre las variables x e y.

Haciendo uso del lenguaje R, se llega al mismo resultado introduciendo, en primer lugar,
el siguiente codigo, donde se introducen los pesos w; mediante la inversa de la
cuasivarianza (1/si2), las variables explicativa y explicada como el producto de Ia
variable \/Wl por cada una de ellas, regresando x; y \/Wl con intercepto nulo sobre y;
mediante el comando Im de R (tabla 19):

#=MC P
-

ej<-read.table( "data_harrier.txt", header=TRUE)
wi<-1/ej%s5i2

x2=-ejix¥sqrtiwi)

y2o-ejiv¥*sqrt(wi)

ej2<-chind(ej,wi,x2,y2)
mod_MCP<-Tm(y2~0+sqrt(wi)+x2, data=ej2)

coef (mod_mMCP)

summary (mod _MCP)

Tabla 19. Cadigo aplicacion método MCP. Fuente elaboracion propia con R

el resultado de MCP bajo R muestra los mismos resultados que Excel, recordando del

apartado 3.2.4 c) que el intercepto en estos casos es nulo (tabla 20),
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> summary (mod_MCP)

call:
Im(formula = y2 ~ 0 + sqrt(wi) + x2, data = ej2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-11.31 -11.17 11.57 11.65 13.60

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
sqrt(wi) 32973.527 1695.780 19.44  <2e-16 ***
X2 524.851 6.664 78.76 <2e-16 **¥*

Signif. codes: 0 ‘#**=’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘=’ 0.05 ‘.’ 0.1 * ’

Residual standard error: 11.42 on 130 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9979, Adjusted R-squared: 0.9979
F-statistic: 3.107e+04 on 2 and 130 DF, p-value: < 2.2e-16

1

Tabla 20. Resultado aplicacion método MCP. Fuente elaboracion propia con R

Otra forma de ajustar el modelo ponderado se expresa con el siguiente cddigo (tabla
21), consistente en introducir los pesos w; mediante la inversa de la cuasivarianza

(1/s?), y regresando la variable \/w; , el producto,/w; X x; e intercepto nulo sobre el

el producto,/w; X y; mediante el comando Im

#MCP1_0OK (modelo PONDERADO)

ej=-read.table('data_harrier.txt", header=TRUE)
wi<-1/ej¥si2

coef (mod_MCP1)
summary (mod_MCP1)

mod_MCPL <- Im{I(sgrtiwi) * ¥) ~ 0 + sgrt(wi) + I(sqrtiwi) * X))

Tabla 21. Cédigo aplicacion método MCP (modelo ponderado). Fuente elaboracion propia con R
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cuyo resultado es necesariamente idéntico al anterior (tabla 22),

> summary (mod_MCP1)

Multiple R-squared:
F-statistic:

0.9979,

call:
Im(formula = I(sqrt(wi) * Y) ~ 0 + sqrt(wi) + I(sqrtCwi) * X))
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-11.31 -11.17 11.57 11.65 13.60
Coefficients:

Estimate Sstd. Error t value Pr(>|t|)

sqrt(wi) 32973.584 1695.783 19.44 <2e-16 =**
I(sgrt(wi) * X) 524.851 6.664 78.76 <2e-16 =**
Signif. codes: 0 *“#%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 “ " 1

Residual standard error: 11.42 on 130 degrees of freedom

3.107e+04 on 2 and 130 DF,

Adjusted R-squared: 0.9979
p-value: < 2.2e-16

Tabla 22. Resultado aplicacion método MCP (modelo ponderado). Fuente elaboracion propia con R

Sin embargo, R dispone de un modo especifico de incluir los pesos en el modelo

mediante el comando weights, esto es, por regresion de x sobre y mediante el

comando Im pudiéndose efectuarse de dos formas diferentes. La primera, haciendo uso

de la funcién weights con pesos, w;, conforme al siguiente codigo (tabla 23),

#MCP2_0K (modelo con funcidn WEIGHT con pesos)
ej=-read.table( 'data_harrier.txt’, header=TRUE)
wi<-1/ej%s12#con pesos

mod_MCP2<-Im(Y~X, weights = wi)
coef (mod_mcp2)

summary (mod_MCP2)

Tabla 23. Cédigo aplicacion método MCP (modelo funcién WEIGHTS). Fuente elaboracion propia con R

gue proporciona el resultado que se muestra a continuacion en la tabla 24
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> summary (mod_MCP2)

call:
Im(formula = Y ~ X, weights = wi)

Weighted Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-11.31 -11.17 11.57 11.65 13.60

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|[t])
(Intercept) 32973.584  1695.783 19.44  <2e-16 **%
X 524.851 6.664 78.76 <2e-16 ¥¥*

Signif. codes: 0 ‘**=’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘=’ 0.05 *.” 0.1 * * 1

Residual standard error: 11.42 on 130 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9795, Adjusted R-squared: 0.9793
F-statistic: 6203 on 1 and 130 DF, p-value: < 2.2e-16

Tabla 24. Resultado aplicacion método MCP (WEIGHTS con pesos). Fuente: elaboracion propia con R

La segunda manera, se introduce la probabilidad observada de los pesos con el comando

weights utilizando el siguiente cédigo (tabla 25),

#MCP3_0oK (modelo con funcidén WEIGHT con probabil
ej=-read.table( 'data_harrier.txt', header=TRUE
w <- ejiwi/sum(ejiwi)#con probabilidades
mod_MCP3 <-1m(Y ~ X, weights = w)

coef (mod_mcp3)

summary (mod_MCP3)

Tabla 25. Cédigo aplicacion método MCP (WEIGHTS con probabilidad). Fuente: elaboracion propia con R

cuyo resultado se adjunta a continuacion (tabla 26),
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> summary (mod_MCP3)

call:
Im(formula = Y ~ X, weights = w)

wWeighted Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-653.0 -644.8 667.9 672.7 785.4

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 32973.583  1695.782 19.44  <2e-16 ***%
X 524.851 6.664 78.76 <2e-16 ¥

Signif. codes: 0 ‘#**=’ 0,001 ‘**’ 0.01 ‘=’ 0.05 *.” 0.1 * * 1

Residual standard error: 659.6 on 130 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9795, Adjusted R-squared: 0.9793
F-statistic: 6203 on 1 and 130 DF, p-value: < 2.2e-16

Tabla 26. Resultado aplicacion método MCP (WEIGHTS con probabilidad) Fuente elaboracién propia con R

Representando graficamente el resultado de la aplicacién de los métodos MCO y MCP,
se puede observar la diferencia entre los modelos. Para ello se introduce el siguiente
codigo de R (tabla 27),

#FCOMPARATIVA GRAFICA MCO Y MCP
x_seq =- data.frame(x = seq{from = 0, to = 600, by = 100})

plot(data.frame(x = x_seqg, Y = predict(mod_McCo, x_seq)), type = "1",
main expression(har(y) == alphal[0] + alphall1]#*x), col = 2,
x1ab "Horas de wuelo™)

ablinech = a4, Tty = 2}
Tines(data.frame(x = x_seqg, ¥ = predict(mod_mCP, x_seq), col = 4})

legend("topleft”™, bty = "n", legend = c("MCO","MCP"), col = c(2, 4), Tty = 1)

Tabla 27 Cédigo representacion comparativa métodos MCO y MCP Fuente elaboracion propia con R
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y= 0+ X
Q
Q
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o MCP
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Horas de vuelo

llustracion 28 Resultado comparativo recta regresion MCO y MCP. Fuente: elaboracion propia con R

Aunque aparentemente las rectas de regresidn sean iguales el intercepto es inferior en

el modelo propuesto para MCP (ilustracion 28).

En resumen, se observa en los resultados con R, que los cuatro modelos utilizados
muestran coeficientes regresores iguales pero, en realidad, el resultado de algunos
parametros difieren. Entre los modelos ponderados (MCP y MCP1) y los modelos con la
funcion weights (MCP2 y MCP3) el valor del estadistico F de Snédecor es superior en el
primer caso, aunque el modelo resulta claramente significativo en las dos situaciones al
ser F > Fj 130,01 al 99%. El asunto principal estd enla precision de los estimadores y que
eso se tratard en la proxima seccion En cuanto a los modelos de MCP2 y MCP3 los valores
de los residuos se han resaltado porque no resultan iguales; el vector de pesos utilizado
en MCP2 ofrece los mismos residuos que los modelos ponderados en MCP y MCP1.
Consultada la ayuda de (RStudio, s. f.)R%4 sobre la utilizacién de weights aclara que “si
se desconoce la varianza dentro de cada grupo se ha utilizar el vector de pesos del

modelo ponderado”, por tal motivo, el modelo MCP3 se desecha. Por lo que se

24 weights: an optional vector of weights to be used in the fitting process. Should be NULL or a numeric

vector. If non-NULL, weighted least squares is used with weights (that is, minimizing sum(w * e?));
otherwise ordinary least squares is used. See also ‘Details’... Non-NULL weights can be used to indicate
that different observations have different variances (with the values in weights being inversely
proportional to the variances); or equivalently, when the elements of weights are positive integers w;,
that each response y; is the mean of w; unit-weight observations (including the case that there are w;

observations equal to y; and the data have been summarized).
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corrobora que el tratamiento que hace R con los pesos es el mismo que se ha
desarrollado en este TFM.

En cuanto al cdlculo de MCP mediante el software SPSS, se comprueba que los
resultados son iguales que en los calculos precedentes con Excel y R, para el calculo del
coeficiente de determinacidn, el andlisis de la varianza (ANOVA) y los coeficientes de
regresion (tablas 28, 29 y 30)

Resumen del modelo MCP con Si"zh’c

Error estandar

F cuadrado dela
Modelo R R cuadrado ajustado estimacion
1 Gap?® a974 474 11,423

a. Predictores: (Constante), X
h.Wariable dependiente:

. Regresidn de minimos cuadrados ponderada - Ponderada por
5i"2

Tabla 28. Coeficiente determinacion con MCP. Fuente: propia con SPSS

ANOVA™P
Suma de Media
Modelo cuadrados ql cuadratica F Sig.
1 Regresian 809370750 1 B09370,750 6202913 = 001"
Residuo 16962707 130 130482
Total 826333 456 131

a. VWariable dependiente: Y
b. Regresidn de minimos cuadrados ponderada - Ponderada por sit2
c. Predictores: (Constante), X

Tabla 29. Resultado ANOVA de MCP. Fuente: elaboracion propia con SPSS

Coeficientes™

Coeficientes
estandarizado

Coeficientes no estandarizacdos g
Maodelo B Diesy. Error Beta 1 Sig.
1 (Constante) 32973 461 1695,780 19,444 = 0
X 524 852 6 664 a0 78,7549 = 001

a. Variable dependiente:
b. Regresidn de minimos cuadrados ponderada - Ponderada por sit2

Tabla 30. Coeficientes de regresion con MCP. Fuente: elaboracion propia con SPSS
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A su vez, el resultado obtenido con GRETL viene a corroborar que el procedimiento
realizado con anterioridad es correcto, tal y como se indica en la tabla 31 estimando la
varianza de las perturbaciones con s,

MCP, usando las observaciones 1-132
Variable dependiente: Y
Variable utilizada como ponderacion: si?
Coeficiente Desv. Tipica Estadisticot  valor p

const 32973.6 1695.78 19.44 <0.0001  ***

X 524.851 6.66406 78.76 <0.0001  ***
Estadisticos basados en los datos ponderados:

Suma de cuad. residuos 16962.80 D.T. de la regresion 11.42292

R-cuadrado 0.979472 R-cuadrado corregido 0.979314

F(1, 130) 6202.881 Valor p (de F) 1.4e-111
Estadisticos basados en los datos originales:

Media de la vble. dep. 226267.2 D.T. de la vble. dep. 76534.14

Suma de cuad. residuos 5.54e+11 D.T. de la regresion 65272.93

Tabla 31. Cuadro resumen regresion MCP. Fuente: elaboracién propia con GRETL

4.4.3. Comparativa estimadores MCO frente a estimadores MCP

Un ejemplo claro para comprobar la magnitud de la pérdida de eficiencia bajo
heterocedasticidad de los minimos cuadrados ordinarios en comparaciéon con los

minimos cuadrados ponderados, se muestra a continuacién:

Recuperando del resultado de MCO (tabla 10) para el caso homocedastico, el valor del

estimador y su varianza

&, = 526.628,
Var(@y)nom = 74.368,

para el caso heterocedastico de MCO los mismos valores a partir de (3.1) y (3.6),

sustituyendo en este ultimo caso o7 por s?

Y XY _ Y — )y — ) _ 4.06 x 108
i x? Y (x; — X)2 7.7 X 105

4, = = 526.628,

n_(x; — X)2s? 2.06 x 1013
\/Var(dl)hetz\/zlnl(l )” 5i —j =5.891,

O (x; —%)2)2 | [(7.7 X 105)2
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por ultimo, el valor del estimador y su varianza con MCP recuperado de la tabla 18 como

en el caso anterior
a; = 524.852,

Var(@,) = 6.664

En primer lugar, se observa en cada caso que los resultados de los estimadores de
minimos cuadrados de a4 son practicamente el mismo en los tres casos, manteniéndose
la insesgadez. En segundo lugar, respecto a la varianza de los estimadores, comparando
los cocientes de los tres casos

Var(@)hom _74.368

= =12.62,
JVar(@)pee °-891
Var(a 74.368
( 1)hom — - 11 16,
/Var(dl) 6 664‘
JVar(a 5.891
( 1)het _ =0.88~1,

Var(@,) 6 664

por lo que finalmente se comprueba que en condiciones de heterocedasticidad, la
varianza de los estimadores MCP son igual de eficientes que los de MCO con aiz

estimada mediante siz con (2.38).
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Capitulo 5. Conclusiones y  lineas

futuras

La idea de partida de este trabajo ha sido desarrollar el método de minimos cuadrados

ponderados (MCP), dado que se trata de un tema inédito en el curriculo del master.

El inicio del TFM se ha centralizado en la introduccion y revision del método de minimos
cuadrados ordinarios, la validaciéon bajo el supuesto de homocedasticidad (donde la
varianza de los errores permanece constante) de un pardmetro poblacional para la
obtencién de la recta de regresidén y del coeficiente de correlaciéon lineal mediante
técnicas de inferencia estadisticamente. Se ha demostrado que los estimadores y la
varianza de los mismos en el modelo de regresion lineal bajo la hipdtesis antedicha son
insesgados y eficientes, donde en todo momento se ha supuesto que las observaciones
del modelo se distribuyen segin una distribucién normal conforme al Teorema de

Gauss-Markov.

Considerando como hipétesis que la varianza de los residuos no permanece constante
para cada observacion, se ha introducido el fendmeno de la heterocedasticidad, las
causas que la motivan, su deteccidn grafica y, sobre todo, el estudio de los estimadores
bajo esta suposicién. Se comprueba que aunque los estimadores son insesgados la
varianza de los mismos deja de ser eficiente, y la cuasivarianza ya no es un estimador
insesgado. Para detectar analiticamente la presencia de heterocedasticidad se han

enunciado, cronolégicamente, los 5 contrastes mas conocidos para la inferencia de
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ausencia de heterocedasticidad: Goldfeld-Quandt, Park, Breusch-Pagan-Godfrey,

Koenker-Basset y White.

Una vez contextualizada la heterocedasticidad y la revisién del método de MCO bajo
este supuesto, se ha introducido el método de MCP como correccién al método MCO,
donde se ha formulado con generalidad, la minimizacién de la varianza residual
mediante la inclusién de pesos que introducen una ponderacién en las observaciones,
transformando el modelo para asegurar la homocedasticidad de los errores, garantizar
la aplicabilidad del método MCO para obtener los estimadores de la ecuacidon de
regresion. Con ello, se ha comprobado que la varianza de los estimadores MCP es
eficiente (minima), concluyéndose con un ejemplo ilustrativo (a partir de varianza
conocida), donde se compara la eficiencia de un estimador de MCO frente al de MCP.
Otro ejemplo adecuado que ilustra la aplicacién del método MCP se muestra cuando se
desconoce la varianza de cada una de las observaciones, estimandose ésta mediante la
varianza muestral. Seguidamente, se ha concluido la exposicién del método con un
ejemplo de aplicacion de MCP, que es el modelo de regresion logistica aplicable a
variables de cardcter categdrico o cualitativo en situacion heterocedastica, cuya funcion
asociada viene dada por la transformacién logistica de la probabilidad. Este ejemplo

muestra un modelo de regresion que, por construccién, es heterocedastico.

En conclusidn, a partir de datos reales se ha confeccionado un ejemplo practico con la
resolucién de diversos apartados, donde a partir del andlisis de los datos se ha
demostrado la presencia de heterocedasticidad, tal y como demuestra la aplicacion de
los cinco métodos de contraste aplicados. La comparacién de resultados con el método
de MCO, confirma que el método MCP, corrige al primero en presencia de
heterocedasticidad. Ademas, mediante la estimacidn de la varianza de la perturbacién
con la cuasivarianza muestral, a priori. A pesar de que los calculos se han realizado con
4 tipos de software diferente, y en todos han coincidido los resultados, ha sido con
RStudio donde se ha observado una mayor utilidad en la utilizacién del método MCP al

poder comparar los resultados de diversos modelos de ponderacién.

Como continuacién natural, la generalizacion del método MCP aplicado al modelo de
regresion multiple si como la introduccion del método de minimos cuadrados

penalizados o penalized least squares regression (PLSR) especialmente Utiles en la
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resolucion de problemas de inversidn lineal en el tratamiento de sefiales, como es el

caso de los problemas de denoising y deconvolucién.
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Apéndice A. Datos de horas de vuelo y

consumo de combustible (2012-

2022)

Periodo Horas vuelo (xi) Consumo de Combustible (yi)
ene-12 453.00 189476.00
feb-12 467.00 175439.00
mar-12 473.00 165438.00
abr-12 439.33 178365.00
may-12 443.25 141223.00
jun-12 461.25 156879.00

jul-12 424.67 123678.00
ago-12 233.25 87653.00
sep-12 243.25 98724.00
oct-12 473.00 183266.00
nov-12 454.00 167537.00
dic-12 432.00 125793.00
ene-13 181.00 127906.00
feb-13 272.33 197992.05
mar-13 213.17 155405.00
abr-13 414.25 304987.00

may-13 256.25 177155.00
jun-13 252.42 98640.00

jul-13 239.00 183203.00
ago-13 213.33 170744.00
sep-13 265.08 202383.00
oct-13 311.08 229827.00
nov-13 377.50 292289.00
dic-13 171.25 114017.00
ene-14 298.33 236877.00
feb-14 293.08 231369.00
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mar-14 473.17 349781.00
abr-14 309.75 231050.00
may-14 345.92 269591.00
jun-14 392.83 305375.00
jul-14 362.58 261833.00
ago-14 298.67 224355.00
sep-14 447.00 347905.00
oct-14 463.42 348319.00
nov-14 312.00 171579.00
dic-14 278.17 163175.00
ene-15 370.58 267629.00
feb-15 296.67 212648.00
mar-15 415.92 200314.00
abr-15 305.42 164135.00
may-15 432.50 258001.00
jun-15 371.83 272557.00
jul-15 413.00 233103.00
ago-15 280.83 103492.00
sep-15 368.17 136384.00
oct-15 350.92 130896.00
nov-15 495.17 242714.00
dic-15 319.50 116008.00
ene-16 377.50 279572.00
feb-16 409.17 292854.00
mar-16 479.75 371622.00
abr-16 348.92 268536.00
may-16 381.25 281118.00
jun-16 351.58 207401.00
jul-16 334.25 186221.00
ago-16 446.00 275142.00
sep-16 424.67 169093.00
oct-16 446.58 327523.00
nov-16 418.08 130152.00
dic-16 324.00 110350.00
ene-17 430.25 329251.00
feb-17 377.83 257764.00
mar-17 450.22 200196.00
abr-17 338.67 158762.00
may-17 457.67 353827.11
jun-17 453.83 232710.44
jul-17 414.83 158762.00
ago-17 211.58 164006.00
sep-17 449.58 362271.78
oct-17 485.58 376970.00
nov-17 402.25 321181.00
dic-17 219.67 137241.00
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ene-18 365.33 275035.00
feb-18 376.08 222922.00
mar-18 406.33 137241.00
abr-18 370.75 265145.68
may-18 410.08 307151.00
jun-18 441.67 271949.00
jul-18 338.50 265145.68
ago-18 262.50 210549.00
sep-18 364.08 269588.88
oct-18 463.67 329688.00
nov-18 369.92 256711.00
dic-18 263.83 101373.00
ene-19 333.58 122879.00
feb-19 313.75 264744.84
mar-19 470.17 277477.13
abr-19 323.92 196300.00
may-19 388.25 156880.00
jun-19 355.25 97626.00
jul-19 365.17 221339.00
ago-19 339.00 181936.37
sep-19 420.08 211470.69
oct-19 413.00 248136.00
nov-19 270.75 207944.00
dic-19 267.67 150702.00
ene-20 337.50 229161.00
feb-20 338.67 248499.00
mar-20 285.58 202739.00
abr-20 252.67 184789.00
may-20 379.25 289187.00
jun-20 346.00 204465.00
jul-20 331.97 260986.00
ago-20 313.50 104952.00
sep-20 387.33 110077.00
oct-20 393.83 128803.00
nov-20 384.08 151081.00
dic-20 421.17 122836.00
ene-21 270.92 236608.55
feb-21 437.63 298696.00
mar-21 435.42 325013.00
abr-21 408.08 326206.00
may-21 450.92 355798.00
jun-21 423.58 313038.00
jul-21 413.00 306479.18
ago-21 389.42 291494.93
sep-21 363.25 281274.00
oct-21 147.57 98524.00
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nov-21 435.25 339544.00
dic-21 366.42 274037.53
ene-22 354.42 274871.00
feb-22 282.00 230575.00
mar-22 402.75 307619.00
abr-22 424.17 304103.00
may-22 462.08 369688.00
jun-22 392.58 278535.00

jul-22 354.50 270065.42
ago-22 344.08 268412.00
sep-22 371.58 183765.78
oct-22 461.42 352468.00
nov-22 459.33 356584.74
dic-22 347.17 256719.88

Tabla 32 Datos de horas de vuelo y consumo de combustible Novena Escuadrilla. Fuente: Arma Aérea Armada
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Apéndice B. Cdlculo de Contrastes de Heterocedasticidad

B.1. Resultados test Goldfeld y Quandt

Horas vuelo Gasto
nl (%) Combustible (y;) Vi le; | lei |/s e’
nl 147.57 98524.00! 99465.98 941.98 4.22 887332.90302528|
n2 171.25 114017.00; 114016.79, 0.21 0.00 0.04257588
n3 181.00| 127906.00 120007.10 7898.90 35.35 62392636.33512240|
n4 211.58 164006.00| 138797.20, 25208.80 112.83 635483484.06307700
n5 213.17 155405.00| 139769.99 15635.01 69.98 244453635.15596800
n6 213.33 170744.00 139872.39 30871.61 138.18, 953056596.28427300
n7 219.67 137241.00, 143763.52| 6522.52 29.19 42543316.78174110
n8 233.25 87653.00 152108.99 64455.99 288.49 4154574902.91253000|
n9 239.00 183203.00 155641.74 27561.26 123.36, 759623263.04535600
n10 243.25 98724.00 158252.89, 59528.89 266.44 3543689332.99194000
nll 252.42 98640.00! 163886.85 65246.85 292.03 4257151950.65655000
nl2 252.67 184789.00| 164038.40, 20750.60 92.88 430587252.68146800
nl3 256.25 177155.00| 166239.97, 10915.03 48.85 119137906.44171200
nl4 262.50 210549.00; 170079.91 40469.09 181.13 1637747396.65953000
nl5 263.83 101373.00| 170899.10! 69526.10 311.19 4833877912.68585000|
nl6 265.08 202383.00 171667.08| 30715.92 137.48 943467553.35800500!
nl7 267.67 150702.00 173254.26 22552.26 100.94, 508604340.53607200
nl8 270.75 207944.00 175148.63 32795.37 146.79 1075536420.02899000
n19 270.92 236608.55 175251.03 61357.52 274.62 3764745695.87402000
n20 272.33 197992.05 176121.41 21870.64 97.89 478324775.70596400
n21 278.17 163175.00| 179705.36| 16530.36 73.99 273252672.64225600
n22 280.83 103492.00 181343.73 77851.73 348.45 6060891897.77520000
n23 282.00 230575.00; 182060.52 48514.48 217.14 2353654876.87474000
n24 285.58 202739.00 184262.08| 18476.92 82.70 341396420.40251600
n25 293.08 231369.00; 188870.01 42498.99 190.22 1806164037.31867000
n26 296.67 212648.00 191071.58| 21576.42 96.57 4655420438.31168600|
n27 298.33 236877.00 192095.56! 44781.44 200.43 2005377333.59448000
n28 298.67 224355.00; 192300.36 32054.64 143.47 1027500127.94442000
n29 305.42 164135.00] 196447.49 32312.49 144.62 1044097116.61344000
n30 309.75 231050.00 199109.85 31940.15 142.96 1020173207.75397000
n31 311.08 229827.00, 199929.04 29897.96 133.82 893888212.00243500
n32 312.00 171579.00| 200492.23 28913.23 129.41 835974739.63026800
n33 313.50 104952.00 201413.81, 96461.81 431.74] 9304881406.90805000
n34 313.75 264744.84 201567.41 63177.43 282.77 3991387562.91487000
n35 319.50 116008.00| 205100.15 89092.15 398.76 7937412078.80179000
n36 323.92 196300.00 207813.71 11513.71 51.53 132565566.73076000!|
n37 324.00 110350.00; 207864.91 97514.91 436.46 9509157927.61425000
n38 331.97 260986.00 212759.55 48226.45 215.85 2325790094.07048000
n39 333.58 122879.00 213752.82, 90873.82 406.73 8258050853.92496000
n40 334.25 186221.00| 214162.41 27941.41 125.06 780722495.53719400
n4l 337.50 229161.00 216159.18 13001.82 58.19 169047315.53069600
n42 338.50 265145.68, 216773.57, 48372.11 216.50 2339860968.30630000
n43 338.67 158762.00| 216875.97 58113.97 260.11 3377233390.30844000
n44 338.67 248499.00 216875.97, 31623.03 141.54, 1000016091.05511000
n45 339.00 181936.37 217080.77, 35144.40| 157.30, 1235128552.11312000
n46 344.08 268412.00 220203.92 48208.08 215.77 2324019323.25116000
n47 345.92 269591.00; 221330.30; 48260.70 216.01 2329095297.66056000
n48 346.00 204465.00 221381.50 16916.50 75.71 286167898.20979000
n49 347.17 256719.88 222098.29 34621.59 154.96 1198654737.18812000
n50 348.92 268536.00 223173.47 45362.53 203.03 2057759172.72748000
n51 350.92 130896.00! 224402.25 93506.25 418.52 8743418807.41764000
n52 351.58 207401.00 224811.84 17410.84 77.93 303137475.85709300
n53 354.42 274871.00, 226552.62, 48318.38 216.26 2334666219.55321000
n54 354.50 270065.42 226603.82 43461.60 194.53 1888911081.01803000
n55 355.25 97626.00! 227064.61 129438.61 579.34 16754353252.78720000
n56 362.58 261833.00, 231570.14, 30262.86 135.45 915840884.23214600
n57 363.25 281274.00 231979.73 49294.27 220.63 2429925014.39417000
n58 364.08 269588.88, 232491.72, 37097.16 166.04; 1376198959.31232000
n59 365.17 221339.00 233157.31 11818.31 52.90 139672494.03883300
n60 365.33 275035.00 233259.71 41775.29 186.98 1745174838.49110000
n61 366.42 274037.53 233925.30, 40112.23 179.53 1608991021.28636000
n62 368.17 136384.00| 235000.48 98616.48 441.39, 9725210659.47412000
n63 369.92 256711.00 236075.67 20635.33 92.36 425817021.09598000!
n64 370.58 267629.00; 236485.26, 31143.74] 139.39; 969932588.25480400
totales 19340.12 12445739.20 12445739.20 154491999446.07

Tabla.33. Datos muestra nl para realizar MCO GQ1. Fuente: Elaboracién propia con Excel
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B.2. Resultados test Goldfeld y Quandt

383283245389.14

Tabla 34. Datos muestra n2 para realizar MCO GQ2. Fuente: Elaboracion propia con Excel
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NOTA: Elimino las 4 observaciones centrales

MCo Ga1
614.3002956 8802.455544) 477.2855306
115.3753074 35419.14866} _ SSNEXn; Xn,-2 F 327.6493059
0.313834231 49917.99718 T SSNEXny xi_, TEMTE 0.033092625
28.35717426 62 2.121964102
70660589528 1.54492E+11] 13117956251

GQ= 248092618
Fuy-2m, 200 151328717

GQ > Fu,-2.m,-2a- |2.4851.51

Como GQ>F7,7;0.05 rect la hipétesis nula de ia de heterocedasticidad

Tabla 35. Resultados operacion GQ test en las muestras GQ1 y GQ2. Fuente: Elaboracién propia con Excel

B.3. Resultados test Breusch-Pagan-Godfrey

| n |Haras vuelo(xi)l Gasto Combustible (yi) Vi leil leil/s e? | xi=zi pi =&} /a’
1 453 189476 271911.373 82435.3726 322.681883 6795590652 453 1.61995034

2 467 175439 279284.171 103845.171 406.487582 10783819462 467 2.57067456
3 473 165438 282443.941 117005.941 458.003601 13690390280 473 3.26355037
4 439.33 178365 264712.362 86347.3619 337.994826 7455866909 439.33 1.77734869

5 443.25 141223 266776.745 125553.745 491.4628 15763742975 443.25 3.75780151

6 461.25 156879 276256.057 119377.057 467.285007 14250881772 461.25 3.39716177

7 424.67 123678 256991.989 133313.989 521.839203 17772619689 424.67 4.23668269
8 233.25 87653 156184.775 68531.7746 268.258169 4696604134 233.25 1.11958855

9 243.25 98724 161451.059  62727.059 245.536411 3934683925 243.25 0.93796005
130 461.4166667 352468 276343.829 76124.1715 297.977558 5794889479 461.4166667 1.38140063
131 459.3333333 356584.74 275246.686 81338.054 318.386581 6615879032 459.3333333 1.57711022
132 347.1666667 256719.88  216176.53 40543.3498 158.701345 1643763214 347.1666667 0.39184449

5.53732E+11

MCO | MCO BPG
526.6284321 33348.69285 24695706.37 -4851778116)
74.36770128 27828.87182 4485957.014 1678673948
0.278364768 65264.65459 0.189052377 3936849331
50.14641492 130 30.3062841 130)
2.13597E+11 5.53732E+11 4.69711E+20 2.01484E+21)
6% =Y, é%/n = SSNEX/n. 4194937636 ok

. n”ﬁ —— _

SSEX
BP= =" "uskin1

2
p= p-value | 5.86868E-07 ok
Nivel signif. a =0.05
Como p<0.05 rech la hipétesis nula de iade h dasticidad
BP>x2 h la hipétesis nulade iadel dasticidad

En resumen: hay HETEROCEDASTICIDAD

Tabla 36. Resultados de operaciones test de Breusch-Pagan-Godfrey. Fuente: Elaboracién propia con Excel
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B.4. Resultados test Koenker-Basset

2

| n Horas vuelo (xi) | Gasto Combustible (yi) | Vi | Viz leil e €i

1 453 189476 271911.373 73935794537 824353726 6795590652 285614500.2

2 467 175439 279284.171 77999647962 103845.171 10783819462 3828406849

3 473 165438 282443.941 79774579931  117005.941 13690390280 6540428471
4 439.33 178365 264712.362 70072634548 86347.3619 7455866909 1369329335

5 443.25 141223 266776.745 71169831867 125553.745 15763742975 9556942281
6 461.25 156879 276256.057 76317409107 119377.057 14250881772 7479858319

7 424.67 123678 256991.989 66044882460  133313.989 17772619689 12127561531
8 233.25 87653 156184.775 24393683826 68531.7746 4696604134 3616908109

9 243.25 98724 161451.059 26066444437 62727.059 3934683925 2671637643
129 371.5833333 183765.78 229035.041 52457050036 45260.2611 2049305997 -2106398248
130 461.4166667 352468 276343.829 76365911576  76124.1715 5794889479 -981450299
131 459.3333333 356584.74 275246.686 75760738143 81338.054 6615879032 -94128060.4
132 347.1666667 256719.88  216176.53 46732292202 40543.3498 1643763214 -1884453864

MCO MCO KB

526.6284321 33348.69285 0.109609382 -1594080578,

74.36770128 27828.87182 0.019646609 1092476604

0.278364768 65264.65459 0.193176909 3926825035

50.14641492 130 31.12578014 130

2.13597E+11 5.53732E+11 4.79958E+20 2.00459E+21]

cuadraticos, é7, pero a diferencia de ser regresados en uno o mas regresores, dichos

residuos cuadraticos son regresados en los valores estimados cuadraticos del

regresando. Es decir, si el modelo original es de |a forma

Yi=agtagxy ot apxg toeyg,

al estimarse se obtiene &;, y a continuacion se estima

el = 8y + 6,(5)* + &

(3.29)
F1,13D;0.05
3.30
( ) a = 0.05
Ho:

donde ¥; son los valores estimados del modelo (3.29). Si no se rechaza la hipotesis nula

es §; = 0, se podria afirmar que no existe heterocedasticidad. Esta hipdtesis puede ser

comprobada por el test t o el F test, ya que F“,:r,'f.

3.913989029 punto critico
F=| 31.12578014

al=0

Como F>F; 139,9.05 rechazamos la

hipétesis nula de que a1=0,por lo que
hay presencia de heterocedasticidad

Tabla 37 Resultados de operaciones test de Koenker-Basset. Fuente: Elaboracion propia con Excel
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B.5. Resultados test de White

| n }-Ioras vuelo (xi|to Combustible_ Vi

1 453 189476
2 467 175439
3 473 165438
4 439.33 178365
5 443.25 141223
6 461.25 156879
7 424.67 123678
8 233.25 87653
9 243.25 98724
129  371.5833333 183765.78
130 461.4166667 352468

131  459.3333333 356584.74
132 347.1666667 256719.88

MCO

526.6284321  33348.69285
74.36770128  27828.87182
0.278364768  65264.65459
50.14641492 130
2.13597E+11  5.53732E+11

453

467

473

439.33
443.25
461.25
424.67
233.25
243.25
371.5833333
461.4166667
459.3333333
347.1666667

leil

ey

205209 271911.373
218089 279284.171
223729 282443.941
193010.849 264712.362
196470.563 266776.745
212751.563 276256.057
180344.609 256991.989
54405.5625 156184.775
59170.5625 161451.059
138074.174 229035.041
212905.34 276343.829
210987.111 275246.686
120524.694  216176.53

MCO AUX

43062.7668 -5009467.32
14253.3678 5704584.82
0.58322204 3925878370
90.9583437 130}
2.8038E+21 2.0036E+21

3.3.6. El contraste general de White (1980)

A diferencia del test Goldfeld-Quandt, el test de White no precisa especificar la forma

que puede adoptar la heterocedasticidad, por lo que no depende del supuesto de la

normalidad*.(Damodar N. Gujarati, 2004)

Partiendo de un ejemplo ilustrativo, se considera un modelo de regresion de 3 variables

yi = ag +ayxy +oayxy toep

(3.31)

-82435.37258
-103845.1706
-117005.9412
-86347.36191
-125553.7454
-119377.0571
-133313.9891
-68531.77463
-62727.05895
-45269.26107

76124.17145

81338.05402

40543.34982

#N/A
#N/A
#N/A
#N/A

6795590652
10783819462
13690390280

7455866909
15763742975
14250881772
17772619689

4696604134

3934683925

2049305997

5794889479

6615879032

1643763214

X’= nR%~x} 76.98530957

Grados libertad 2gl

X Zcritico=0 = 1.91802E-17
Nivel signif. a = 0.05

Como ) 2 critico < 0.05
rechazamos la hipétesis nula
de ausenciade
heterocedasticidad

Tabla 38. Resultados de operaciones test de White. Fuente: Elaboracién propia con Excel
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